RÓWNANIE RÓŻNICZKOWE EULERA RZĘDU DRUGIEGO.

	Równanie różniczkowe postaci

,					(1)






gdzie współczynniki , ,  są stałe rzeczywiste, ,  jest funkcją ciągłą na pewnym przedziale , nazywamy równaniem różniczkowym Eulera rzędu drugiego.

	Jeżeli  w równaniu (1), to równanie to przyjmie postać

,					(2)
i nazywamy je wtedy równaniem jednorodnym, odpowiadającym równaniu (1).

5.1. Wyznaczenie rozwiązania ogólnego równania jednorodnego Eulera.

	Można wykazać, że znalezienie rozwiązania ogólnego równania (2) jest zawsze możliwe, ponieważ wyznaczenie dwóch liniowo niezależnych rozwiązań tego równania sprowadza się do rozwiązania równania kwadratowego.
	Rozwiązanie ogólne równania jednorodnego (2) jest określone wzorem

.					(3)
	W celu znalezienia rozwiązania szczególnego równania (2) przewidujemy, że równanie to ma rozwiązanie szczególne w postaci


, , 					(4)

gdzie liczbę  należy tak wyznaczyć, aby funkcja (4) spełniała równanie (2). Z zależności (4) wynika, że


, .					(5)
Podstawiając (4) i (5) do równania (2) po uporządkowaniu otrzymamy

.					(6)

Teraz w (6) dzieląc stronami przez  otrzymamy 

.					(7)



	Z powyższych rozważań wynika, że funkcja (4) spełnia równanie (2) wtedy i tylko wtedy, gdy liczba  jest pierwiastkiem równania (7). Równanie (7) nazywać będziemy równaniem charakterystycznym dla równania różniczkowego Eulera (2). Równanie (7) jest równaniem kwadratowym względem , więc jego rozwiązanie będzie zależeć od znaku wyróżnika .



PRZYPADEK 1. . Wtedy  oraz równanie charakterystyczne (7) ma dwa różne rozwiązania:


, 					(8)
są rozwiązaniami równania (1).
Więc całka ogólna równania ma w rozważanym przypadku postać

,        					(9)


gdzie ,  oznaczają dowolne stałe.




PRZYPADEK 2. . Wtedy równanie charakterystyczne ma jeden pierwiastek rzeczywisty podwójny , a równanie (2) ma chwilowo jedno rozwiązanie . Druga całkę szczególną szukamy ze wzorów:


, gdzie .
Mamy wtedy

,

,	(10)

Ponieważ  jest pierwiastkiem podwójnym równania (7), więc

.        					
Stąd wynika, że

.						(11)
Teraz uwzględniając (11) w prawej stronie (10) mamy 

.
A więc, w tym przypadku rozwiązanie ogólne równania (2) ma postać

. 				(12)


PRZYPADEK 3. . Wtedy równanie charakterystyczne ma dwa pierwiastki zespolone:


, .					(13)
W konsekwencji funkcje zmiennej zespolonej 


, 						(14)

są rozwiązaniami szczególnymi równania (2). Weźmy teraz funkcję  z wzorów (14) i zastosujmy do niej wzór Eulera. Wtedy otrzymamy

		(15)


Funkcje ,   są rozwiązaniami szczególnymi równania (2).

PRZYKŁAD 1. Znaleźć rozwiązanie  ogólne równania

.



ROZWIĄZANIE. W rozważnym przypadku , , . Wobec tego równanie charakterystyczne dla danego równania ma postać

.


Pierwiastki tego równania wynoszą , . Są więc różne i rzeczywiste. Wobec tego rozwiązanie ogólne danego równania jest określone wzorem

,


gdzie ,  oznaczają dowolne stałe.

PRZYKŁAD 2. Znaleźć rozwiązanie  ogólne równania

.



ROZWIĄZANIE. W rozważnym przypadku , , . Wobec tego równanie charakterystyczne dla danego równania ma postać

.

Równanie to ma pierwiastek podwójny  . Wobec tego rozwiązanie ogólne danego równania jest określone wzorem

,


gdzie ,  oznaczają dowolne stałe.

PRZYKŁAD 3. Znaleźć rozwiązanie  ogólne równania

.



ROZWIĄZANIE. W rozważnym przypadku , , . Wobec tego równanie charakterystyczne dla danego równania ma postać

.




Równanie to ma pierwiastki zespolone sprzężone, które wynoszą , , (, ).  Wobec tego rozwiązanie ogólne danego równania jest określone wzorem

,


gdzie ,  oznaczają dowolne stałe.

5.2. Wyznaczenie rozwiązania szczególnego równania niejednorodnego Eulera.

	Rozwiązanie szczególne równania niejednorodnego wyznaczamy opierając się na następującym twierdzeniu:
Tw.  Funkcja postaci

,




[bookmark: _GoBack]gdzie ,  są rozwiązaniami szczególnymi niezależnymi równania jednorodnego jest rozwiązaniem szczególnym równania niejednorodnego wtedy i tylko wtedy, gdy funkcje  i  spełniają następujący układ równań:

,					(16.1)

.				(16.2)
Z danego twierdzenia wynika następująca reguła wyznaczania rozwiązania szczególnego równania niejednorodnego:
1. 

Znajdujemy niezależne liniowo rozwiązania szczególne ,  równana jednorodnego;
2. 

Rozwiązujemy względem  i  układ równań (16.1), (16.2). Otrzymujemy


, , 			(17)

gdzie .
3. Całkujemy równania (17). Mamy wtedy


, , 			(18)
gdzie pominięto stałe całkowania, ponieważ szukamy rozwiązania szczególnego.
4. Podstawiając otrzymane wyniki do wzoru rozwiązania szczególnego otrzymamy

			(20)

PRZYKŁAD 3. Znaleźć rozwiązanie  ogólne równania

.


ROZWIĄZANIE. Znajdujemy najpierw rozwiązania szczególne odpowiedniego równania jednorodnego do danego równania. Są one postaci  , . Do wyznaczenia rozwiązania szczególnego stosujemy wyżej podana metodę. Więc rozwiązanie przedstawiamy w postaci

.


Funkcje ,  a właściwie ich pochodne wyznaczamy z układu równań

.

.



Stąd , . Teraz całkujemy ostatnie zależności i otrzymamy:



, .
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