CALKI NIEOZNACZONE cz.3.

Calkowanie funkcji niewymiernych.
CZESC 1

a) Calkowanie funkcji niewymiernych, zawierajacych pierwiastek stopnia n z wyrazenia
liniowego, tzn. Vx.

Jezeli funkcja podcatkowa jest funkcja wymierng poteg zmiennej X o wyktadnikach postaci
r% , gdzie m,n sg liczbami naturalnymi wzglgdem siebie pierwszymi, to wykonujemy podstawienie

Vx =t = x=t" = dx=N-t"dt,

gdzie N oznacza wspolny mianownik utamkéw postaci r% :
PRZYKLAD. a)Obliczy¢ catke
dx
=[x
Ix+¥/x
Zakladamy, ze X >0. Funkcja podcatkowa jest funkcjg wymierng zmiennych X% i X% , Wspolnym

1 1. .
mianownikiem utamkow > i = jest 6, wobec tego podstawiamy X =t°t>0 skad otrzymujemy
dx = 6t°dt, /x =t%,3/x =t2. Jest wice

5 3
=2 e[t ZGI(“ —t+1—ijdt =6(1t3_1t2 +t—|n|t+1|j+C _
7+t t+1 t+1 3 2

= 26° -3 + 6t 6 In[t+1|+ C = 2/x ~3Yx+ 6¢x —In[¢x +1)+ C.
b) Obliczy¢ catke

xdx
=] Jrdx
x-1
Zaktadamy, ze X>0. Funkcja podcatkowa jest funkcja wymierng zmiennych X% i X, wobec tego

podstawiamy Ix=t,t>0= x =t ( )’ = dx = 2tdt . Teraz podstawiamy otrzymane zaleznosci do

catki i przeprowadzamy przeksztalcenia algebraiczne:
1

_pte2tdt t2 B (t2—1+1) B (tz—l) B
=] t?-1 _thz—ldt_zjﬁdt_zj o1 v

t? -1

Wynik pierwszej catki mamy od razu: Ildt =1+ C . Natomiast w drugiej catce mianownik wyrazenia

:2}(1— L ]dtzz(jldt—jtzi_ldtjzzjldt—zjidt

podcatkowego nalezy roztozy¢ na czynniki, a potem na utamki proste:

1 1 A B
Jem=lepeat=! LTlthTJdt

Teraz wyznaczymy wspotczynniki A, B poznang nam metodg i wroécimy do calki:




1 _ A B _ A+ B(t-1)  At+A+Bt-B (A+B)t+A-B

(t-1)(t+1) t-1 t+l_(t—l)(t+l)+(t—1)(t+1)_ (t-1)(t+1) t°-1
Al
1 (A+B)t+A-B {A+B:O {A:—B {A:—B "2
= 2 = = = =
(t-1)(t+1) t? -1 A-B=1 |-B-B=1 |-2B=1 B:_%
Teraz wracamy do calki:
11 1 1
j{iJri}dt:j 22 t=| 2 j—t—— L gi-
t-1 t+1 t-1 t+1 t— 1 t+1 t+1
:%In|t—]4—%ln|t+]4+c:%[Inh In|t+][|+C_%lnt lic=m E*C:'
x - Y,
\/—+1
Wynik koncowy jest nastgpujacy:
|_j*/_dx_2j1dt—2j—dt—2t YA L. UGSV 1 L IRYC
2 |t+1 t+1
Jx-1
=2JXx—=In +C
\/_ \/;+1

Zadania do przerobienia: 17.23, 17.26, 17.27.

b) Calkowanie funkcji niewymiernych, zawierajacych pierwiastek stopnia n z wyrazenia
liniowego, tzn. ax + b lub " |22 ~,gdziea,b,c,d € R.

Jezeli funkcja podcatkowa jest funqu wymierng zmiennej X oraz poteg dwumianu ax+b lub funkcji
homograficznej

M,gdzie ad—-bc=0,
cx+d

o wyktadnikach postaci n% , gdzie m,n sg liczbami naturalnymi wzgledem siebie pierwszymi, to w
pierwszym przypadku wykonujemy podstawienie

Vxa+b=t=xa+b=t" = x:i(tN —b):> dx:iN Nt
a a
aw drugim przypadku

(XD axED = ax+b=t"(cx+d)= ax+b=t" -cx+t"-d =
cx +d cx +d
dx = b—t"-d)({t"-c—a)-(b—t"-dft" -c—a) dt

(t” -c—a)2

—_— N-
b—tN-d=tN-cx—ax:>b—tN.d:(t'“-c—a)x:>x=b t.d

¥ -c—a)



~NEVd(tY e —a)- NtV clo—t" -d)

" -c-af
_ 2N-1 A, N-1 ~ 4 N-1 2N-1 A N-1 _
gy - NEVTcd e NET o a- NEYT e b NEYeed N c-(a b)dt

t"-c-a)f t"-c-a)

gdzie N oznacza mianownik utamkow postaci r% .

dx =

dt

PRZYKLAD. Obliczy¢ calki:

a) [xJ2x—10dx.

Zakladamy, ze X>5. Podstawiamy 2x—10=t?, gdzie t>0, skad 2dx=2tdt a wiec dx=tdt.
1

Procz tego obliczamy X ze zwiazku 2X—10=t? i otrzymujemy X = E<t2 +10). W ten sposob po

podstawieniu catka przyjmie postac:

[ xv2x-10dx = 1j(t2 +10k - tdt zlj(t“ +10t2 Jdt :%jt“du%jt%t E

1l 5l _1
=gt Bt \/2x 10)° + 3\/(2x 10 +C

x+1 Jdx
b
) I x—1 x+1°
Zakiadamy, ze X #1,X# —1. Podstawiamy
X—Jri:t‘?:>x+1:t3(x—l):x+l:t3-x—t3:>t3+1:t3-x—x:>t3+1:x(t3—1),
X_
3 1 _ 2
skad X:t3+ = dx= ot dz.
t- (t*-1)
Po uproszczeniu otrzymujemy
—6t?dt —6t3dt — 6t°dt
X+1 (t3 1) (t° 1) (t° 1) dt dt
J- e ZI 3 3 =J. 3 _3_[ 3 =_3I 2 :
x-1 x+1 3 't t1 TPt -1 2t -1 (-2t +t+2)
t°-1 t° -1 t®-1

dt dt
' _3jt3 -1 3 (-1t +t+1)

Teraz funkcj¢ podcatkowa rozktadamy na utamki proste

1 __A _Bt+C _ A2 +t+2)+(Bt+C)t-1) _
(t-1)t2+t+1) t-1 t2+t+1 (t-1)t? +t+1)
_ At’+At+A+Bt* +Ct-Bt-C _t*(A+B)+t(A-B+C)+(A-C)
(t-1)t? +t+1) (t-1)t? +t+1)
A=t
t?l A+B=0 3
2A+C =0 1
t/A-B+C=0;,= =>B=-=
) A—C=1} 3
t°| A-C=1 2
c=-%2
3



Po rozktadzie na utamki proste mamy

t+2 dt 1 2t +1 X+1
= —|—=ZInlt? +t+1 +\/§arct —Int-1+C, gdziet=3 )
jt +t+1 t-1 3 ( ) g J3 t-1 9ce Vx—1

Zadania do przerobienia: 17.6, 17.7, 17.10, 17.11, 17.15, 17.16, 17.17, 17.18, 17.22, 17.18, 17.22.

CZESC I
1. Calke typu
dx
g I

obliczamy wedtug wzoru
I:J‘L:In‘x+\/x2+k‘+c. (1)
VxZ +k

Stusznos$é tego wzoru wynika natychmiast z definicji funkcji pierwotnej.

nix++/x*>+9/+C.
VX2 +9

,gdzie kK e R,

PRZYKEAD. j

2. Calke typu

dx
(1 | =| —=——==,gdzie keR,,
.[ /k _ X2
obliczamy wedtug wzoru
=aresin—- X iC. @)

J\/k x?

Stusznos$¢ tego wzoru Wynika z definicji funkcji plerwotnej.

V25— x?

X . X
PRZYKLAD..[ =arcsin— +C:arcsmg+C.

3. Calke typu

11 | = dx
" R s

wyznaczamy w zalezno$ci od znaku wspoélczynnika a przy X2, Najpierw sprowadzamy trojmian
kwadratowy, znajdujacy w mianowniku pod pierwiastkiem, do postaci kanonicznej wzorem:

gdzie a,b,ceR,

2
-A
ax2+bx+c:a(x+£j +— (3)
2a 43’
Nastepnie wprowadzamy podstawienie:
b
X+—=t=dx=dt. 4)
2a

| tak:
a) Jezeli a> 0, to wynik calki otrzymujemy wedtug wzoru (1).
b) Jezeli a <0, to wynik catki otrzymujemy wedtug wzoru (2).



PRZYKLAD. a)

x+2:t
= = In‘t+\/t + ‘+C In‘x+2+w/x+2 +9‘+C
I\/x2+4x+9 I\/(x+2)2+5 dx=dt| «/t 15
dx dx X+2=t t _ X+2

b) = = —arcsm +C:arcsm—+C.
J.\/5—4X—X2 '[\/9_()(4_2)2 dx =dt J.,lg t2
4. Calke typu
(V) f Mx+ N dx gdzie M,N,a,b,ceR,

vax® +bx+c

wyznaczamy przedstawiajac ja w postaci sumy algebraicznej dwu calek

Mx+ N 2ax+Db dx
[ MXEN g pf 2D g ap OX ®
vax® +bx+c Vax® +bx+c Vax® +bx+c
Dowodzi si¢, ze rozktad (5) jest zawsze mozliwy i jednoznaczny. W liczniku pierwszej catki mamy

pochodng mianownika i wynikiem tej catki bedzie 24/ ax® +bx+ ¢, natomiast w druga catka jest catka
typu (1), mianownik ktorej sprowadzamy do postaci kanonicznej wzorem (3), a wynik jest
uzalezniony od znaku wspotczynnika a przy x°. Rozklad jest zawsze mozliwy i jednoznaczny.
Niezalezne wspotczynniki A, A, obliczamy dzielac licznik MX+ N przez pochodng mianownika

(Mx+N)+(2ax+b)=A
reszta = A, '
lloraz z dzielenia daje nam wspotczynnik A, natomiast reszta, ktora zostaje z dzielenia jest

ax? +bx+c, tzn.

wspotczynnikiem A, .
PRZYKLAD. a)

I (4x-5)dx J- (2x+4)dx Azf dx _x+2=t_ .[ (2x+4)dx _13.[
VX2 +4x+9 VX2 +4x+9 J(x+2f +5 |dx=dt VX2 +4x+9 \/t

= 2Vx* 1 4x+9 —13In‘t+\/t2 +5‘+C = 2Jx* 1 4x+9 —13In‘x+2+1/(x+2)2 +5‘+C

6x+1 dx 2X — 4 _x+2=t dt
=-3-24/5-4x-x* -11 =
j\/5 4x— x* j\/5 4x— x* I\/g x+2) ~|dx=dt J‘\/9—t2

= —6m—11arcsinﬁ+c = —6\/5—4ﬁ—11-arcsin—XJ:;2 +C

5. Calke typu

2
X"ax .
(V) I1:I\/x2+kdx, IZZ.[— gdzie keR ,
Jlk+x?)
nosza nazwe catek stowarzyszonych, poniewaz przy obliczeniu catki |, pojawia si¢ catka |, ina odwroét.

Aby znalez¢ catki stowarzyszone typu (V), do catki |, stosujemy wzor na catkowanie przez czgsci:

Mamy wtedy:
f(x):\/x2+k, 9'(x)=1, dx

VX2 +kdx = =xvX*+k — 6
I £ 1 X Im (6)

(X)=——=—="2x= , g(x)=x

24%x% +K x? +k




Jezeli catke z prawej strony wzoru (6) przeniesiemy na lewa strong , to otrzymamy:

2
I\/x2+kdx+IJ%:x\/x2+k. (7)

Rownos¢ (7) daje nam wzor na sume szukanych catek stowarzyszonych |, i |,. Biorac roznice

I\/deJ‘iz—\/d_jzj(m%}xzj(@kxzjdx:- (8)

szukanych catek otrzymujemy

(x2+k—x

I oriy IW

Ale zgodnie z wzorem (1) mamy

'[ ‘x+\/x + ‘+C
VX% +k
Uwzgledniajac ten wzor (1) w prawej stronie (8) mamy:
2
I\/x2+kdx—j Xdx :kln‘x+\/x2+k‘+C. 9)
VX% +k

Rownos¢ (7) daje nam wzor na roznice szukanych catek stowarzyszonych |, i |, . Dodajac i odejmujac
stronami (5) i (6) otrzymujemy

Ilsj\/x2+kdx:%x\/x2+k+In‘x+\/x2+k‘+C, (10)
. = ——x X% +k —In‘x+ X2 + ‘+C. 11
b | Y

W sposob zupehnie analogiczny wyznaczamy catki stowarzyszone
Ilzj\/k—xzdx, J.
\ 1 k—X )

Ilsj'\/k—xzdx=—x\/k—x2+arcsin%+c, (12)

,gdzie keR,.

1 . X
= dx_—x k —x* —arcsin—=+C. (13)
N *
PRZYKLAD.

J.\/x2+2x+5dx:J.\/(X+1)2+4dx: X+1:t‘:%t t2+4+ln‘t+\/t2+4‘+C:

dx =dt
:%(x+l)\/(x+l)2+4+In‘(x+1)+\/(x+l)2+4‘+C
b) I\/_ ——x\/x +9 —In‘x+\/x + ‘+C
x*+9
c) J'\/l—xzdx:ixxll—x2 +arcsin——+C :%x\/l—x2 +arcsinx+C,

NIl
2 2
;(x 2)J6—(x—2) +arcsinXT_62+C

. EJ-\/2+4x—x2 lezj\/6—(x—2)2

dx =

X—2=t
dx =dt



6. Calke typu
(V1)

| =
I\/ax +bx+c

gdzie W, jest wielomianem stopnia N >1 naturalne, wyznaczamy przedstawiajac ja w postaci

dx
'[\/ax +bx+c Jax? +bx+c

Dowodzi sie, ze rozktad (10) jest zawsze mozliwy i jednoznaczny, tj. istnieje dla danego wielomianu

=W, ,vax’ +bx+c + BI (12)

W, doktadnie jeden taki uktad liczb rzeczywistych B oraz wspotczynnikow tego wielomianu, ze dla
X nalezacych do dziedziny funkcji podcatkowej zachodzi rozktad (10). Niezalezne wspdtczynniki
wielomianu W, , oraz B, wystepujace po prawej stronie obliczamy metoda wspotczynnikow
nieoznaczonych.
PRZYKLAD .

J- X2+ 2% + X — 14

m (Azx + AX+ A NX +2x— 1+BJ'\/7

X° 42X
X3+2X2+X_1—(2AZX+A1)\/m+(A2X2+AlX+AO\ x#1 g 1 .
VX2 +2x-1 /\/x2+2x—1 Ix2+2x-1"

X3 +2x% + x=1= (2Ax+ A X2 +2x—1)+ (A, X? + Ax+ A Jx+1)+B;
X +2x2 +x—1:3A2x3 +(BA, +2A X2 +(—2A, +3A +A )x+(— A + A +B);

A=3i A= Ao=%; B=-2,

x® +2x +X— 1 1, 1 7 \/27 1
= X 4+ =X+— WX +2X-1-2| ———dx
I VX2 +2x— 3 6 6 I\/x2+2x—
1

jx +2x% +x-1 1, 7

dx=| =x> + =X+ — WX +2x

-2
VX2 +2x-1 3 6 6 J‘\/x+1
1

IX +2¢ +x-1, %x2+6x+% \/xz+2x—1—2|n‘x+1+\/x2+2x—1‘+C.
VX2 +2x—

7. Catke typu
dx
V) | = ,neN,
I(x—oz)”\/ax2 +hx+c

wyznaczamy przez sprowadzenie jej do catki typu (III) Iub do catki typu (II). Osiagamy to stosujac

podstawienie X —a =—



PRZYKLAD

1y
< 1 1 1
X3 x% +1 tl 11 71 1+t i\/1+t2 V1+t2
dx:—t—zdt t* Vt? £Vt ot '
t +1 In‘t+\/t + ‘+C ‘/—+ —In1 ‘/% 1+C= 1;)( %H 1+x° %
8. Calke typu
(VI 1= \kN”(X)dX k,neNik=n+l,
(x—a)Vax? +bx+c

gdzie W, (x) jest wielomianem stopnia N, wyznaczamy przez sprowadzenie jej do catki typu (VI).

Osiggamy to stosujgc podstawienie X —a = —

PRZYKLAD .

Zadania do przerobienia: 17.23, 17.26, 17.27.



