FUNKCJE DWU | WIELU ZMIENNYCH.

1. Pojecie funkcji dwu i wielu zmiennych.

Niech X, X,,..., X, oraz F oznaczaja dane zbiory. Jezeli kazdemu elementowi (punktowi)
p= (Xl, Xoyenny Xn) nalezagcemu do pewnego zbioru Ac X, x X, x...x X przyporzadkujemy
jednoznacznie element ze F, to méwimy, ze w A zostala okreSlona funkcja n- zmiennych
X;1 X,,..., X, 1zapisujemy to w nastepujacy sposob

f:A—>F gdzie Ac X, x X, x...x X, 1)
Zmienne X, X,,..., X, hazywamy zmiennymi niezaleznymi. Element z e F przyporzadkowany
elementowi p = (xl,xz,...,xn) nazywamy wartoscig funkcji f w punkcie p = (xl,xz,...,xn) i
0znaczamy przez f( Xy Xy s X, ) lub krotko f(p). Zbiér A nazywamy dziedzing lun polem
funkcji f , zbior F - zbiorem wartosci funkcji f .

Dla n=2 otrzymujemy funkcje dwu zmiennych niezaleznych X, i X,, ktore najczesciej
oznacza¢ bedziemy przez X i y . W tym przypadku f(x,y) lub krotko f(p) gdzie p=(x,y)
oznacza warto$¢ funkcji f w punkcie pe X xY .

Jezeli f jest funkcjg okreslong pewnym wzorem i nie mamy przy tym dodatkowych zalozen,
to przez dziedzing (pole) funkcji f N zmiennych niezaleznych X, X,,...,X,rozumie¢ bedziemy

zbidr tych wszystkich punktow p = (Xl, Xypeoon X, ) dla ktérych wzor okreslajacy funkcje ma sens.
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Zwiazek
z=f(x,y), gdzie (x,y)e A 2)
nazywamy réwnaniem powierzchni S .
Jezeli w rownaniu (2) nadamy zmiennej X stalg wartos¢ a, to otrzymamy funkcje jednej
zmiennej 'y
z=f(a,y) (3)
Geometrycznie rownanie X = @ przedstawia plaszczyzne prostopadta do osi OX .
Wykresem funkcji jednej zmiennej (3) jest linia AB, wzdluz ktérej ptaszczyzna o rownaniu
X =a przecina powierzchni¢ o rownaniu Z = f(x, y). Podobnie, gdy w (2) nadamy zmiennej Yy
stalg warto$¢ b, to otrzymamy funkcje jednej zmiennej X
z=f(x,b) (4)
ktorej wykresem jest linia CD, wzdtuz ktorej ptaszczyzna o rownaniu Y = b przecina powierzchnie o
rownaniu z = f(x,y).

PRZYKLAD. Wyznaczy¢ dziedzing funkcji okreslonej wzorem

7 =4—(x* +y?).



ROZWIAZANIE. Zgodnie z definicja dziedziny funkcji, wzor okreslajacy nasza funkcje¢ bedzie miat
sens, gdy

4—(x2 +y2)20:>x2 +y?<0.
Jest to domknigte koto o srodku w poczatku uktadu i promieniu 2.

2. Granica i cigglo$¢ funkcji wielu zmiennych.
Przestrzeniq euklidesowg P - wymiarowg (P € N) nazywamy zbor wszystkich ciagow p -

wyrazowych (@’az,...,ap) , ktorych elementy a; sa liczbami rzeczywistymi. Elementy a; tych

ciggow , dla odroznienia od elementow przestrzeni euklidesowej bedziemy nazywacé wspotrzednymi, a
same ciagi elementami, wektorami lub punktami przestrzeni euklidesowe;.

Odlegtos¢ dwoch punktow a = (a1,a2 peenr @ ) b= (bl’ b,,..., bp) w przestrzeni euklidesowej
okresla¢ bedziemy tak
p
d(a,b)=.>(a,-b,)’
i=1
Niech mamy cigg punktow (p, ) przestrzeni euklidesowej E* iniech p, =(X,,,X,,,..., X, ) dla

ne N. Na podstawie definicji przestrzeni euklidesowej i zbiezno$ci ciggu mamy nastepujgce
twierdzenie

Tw. Ciag (pn ) jest zbiezny do punktu p, = (Xlo, ) ST Xko)e E* wtedy i tylko wtedy, gdy
vi<i<k:limx,, =X, (4)
nN—o0
Def.(Heinego granicy funkcji)
Liczb¢ g nazywamy granicq funkcji f w punkcie p,, jezeli

v(p,)vneN (p, e Anp, # Py Alimp, = p, )= (lim f(p,)=g)
CO zapisujemy
lim f(p)=g (5)

P—Po
Definicja Heinego granicy funkcji wielu zmiennych nie rézni sig istotnie od definicji granicy
funkcji jednej zmiennej. Podobnie jak dla funkcji jednej zmiennej formutujemy definicj¢ Cauchy’ego
granicy funkcji wielu zmiennych.

Def.(Cauchy ego granicy funkcji)
Liczb¢ g nazywamy granicq funkcji T w punkcie p,, jezeli

Ve>035>0vpe A(0<d(p,p,)<8)=(f(p)-f(p) <)

Definicje granic niewfasciwych funkcji wielu zmiennych w punkcie p,:
lim f(p)=—o i lim f(p)= +oo
P—Po P—Po

sg rowniez analogiczne do podanych wczesnie;j.

PRZYKLAD. Wyznaczy¢ granice

lim X3 +(y-2P +1-1

—.
oy X +(y-2)
ROZWIAZANIE. Przyjmijmy, 7e



Jx+(y-27 +1-1
f(x,y)= - —.

X +(y-2)
Niech ciag (Xn,yn) begdzie dowolnym ciagiem punktow dazacych do punktu (0,2) 0 wyrazach
nalezagcych do  dziedziny  funkcji (Xn, yn)—> (0,2). Przyjmijmy  nast¢pnie ze

Pn = \/(Xn —O)2 +(yn —2)2 . Dane podstawienie wkladamy do funkcji wyjsciowej. Wtedy

otrzymamy
JpZi+1-1

f(X,,y,)=~—"——,oraz p, >0 gdy X, >0y, >2.
n
W ten sposob otrzymalismy funkcje jednej zmiennej. Wystarczy wigc znalez¢ granice
pr+1-1

| = fim YLl Iim(‘/p’erl_lX‘/p’?JrlJrl):Iim i +1f -1 lim —£ -
e Y P N e U] S ] e e N e g

2
— lim Pn T 1

i (o +11) A pEaten 2

PRZYKLAD. Wykaza¢é, ze funkcja okreslona wzorem

x2 _ 2
f(x,y)=xz+§2-

Nie ma granicy w punkcie p, = (0,0).

ROZWIAZANIE. Niech p, =(X,,Y,) bedzie ciagiem punktéw dazacych do punktu p, wzdhyz
prostej o rownaniu Yy = mX. Oczywiscie X, =0, Yy, # 0. Wspohrzgdne (Xn ) yn) spetniaja rownanie
tej prostej i mamy Yy, = mx, . Podstawiajac X, Y, do funkcji wyjsciowej mamy

f(x.y.)= Xo =Yo _ o —MX," xnz(l—mz)= 1-m? |

X,/[L+m?) 1+m?
Z ostatniej rownosci wynika, ze funkcja ma warto$¢ stata, gdy punkt p, dazy do punktu p, wzdhz
prostej o rownaniu Yy = mX . Wobec tego

2 2 2 2
X 4y, " X +m’x

. 1-m?
| f(x,y)= .
wzdt!z‘r;r:]mx (X y) 1+ rn2

Z ostatniej rowno$ci wynika, ze funkcja f nie ma w punkcie p, granicy, poniewaz przy wyborze

roznych prostych y =mx.

Z powyzszego przyktadu widaé, ze przy wyznaczeniu granicy funkcji wielu zmiennych
konieczna jest szczeg6lna ostrozno$¢, poniewaz kazdy ciag (pn) wystepujacy w definicji Heinego
jest okreslony przez K ciagow liczbowych (Xin), i1=12,...,k, ktére moga dazy¢ do swych wartosci

granicznych X;, w dowolny sposob, co moze utrudni¢ wyznaczenie granicy.

Tw. Jezeli funkcje f,p:R* > A— R maja w punkcie p, odpowiednio granice g, i g,, to
L lim{f(p)+p(p)l=0, %0,
2. lim[f(p)-(p)]= 992,



3. Iimw:i,gdy 9, %0, Vpe A:p(p)=0.

~po(p) g,
Zatozmy, ze funkcja f :R* > A— R iniech p, € A.

Def.(Heinego ciggtosci funkcji)
Funkcje f nazywamy cigglg w punkcie p,, jezeli dla kazdego ciagu (pn) o wyrazach nalezacych

do A i zbieznego do P, ciag {f(p, )} jest zbieiny do f(p,)
v(p,) vneN (p, e Anlimp, = p, )= (lim f(p,)= f(p,))

Def.(Cauchy 'ego cigglosci funkcji)
Funkcj¢ f nazywamy cigglq w punkcie p,, jezeli

Ve>035>0VpeA(0<d(p,p,)<5)=(f(p)-f(p,)<&).

Tw. Jezeli funkcje f,¢p: R¥ 5 A—> R sa ciagle w punkcie P, to suma, roéznica i iloczyn tych

funkcji sa funkcjami cigglymi w tym punkcie. Iloraz jest funkcjg ciagla przy dodatkowym zatozeniu,
ze dzielenie jest wykonalne.

3. Granice iterowane.
Niech X cE i Y c E bgda dwoma dowolnymi podzbiorami przestrzeni euklidesowej, oraz
niech funkcja f bedzie okreslona na iloczynie kartezjanskim A: X xY i niech X, i Yy, beda

punktami skupienia zbioréw X i Y .
Zalozmy, ze przy dowolnym ustalonym y €Y istnieje granica funkcji f (ktora jest teraz funkcja

tylko jednej zmiennej X) przy X — X,; granica ta zalezy oczywiscie od z gory ustalonego y , mamy
wigc
lim f(x,y)=g(y) dla yeY. (6)
X—>Xg
Jezeli przy y — Y, istnieje granica funkcji ¢ okreslonej wzorem (6), to granic¢ t¢ nazywamy
granicq iterowang funkcji f w punkcie (xo, yo) i oznaczamy symbolem lim lim f(x, y), czyli
y

—>Yo X=>Xo

lim o(y) = lim lim f(x, y) (7
Y=>Yo

y—Yo X=X
Zalozmy teraz, ze przy dowolnym ustalonym X € X istnieje granica funkcji f (ktora jest funkcja
tylko jednej zmiennej Yy ) przy Y — Y,; granica ta zalezy oczywiscie od z gory ustalonego X , mamy
wigc
lim f(x,y)=¢(x)dla xeX. (6)
Jezeli przy X — X, istnieje granica funkcji ¢ okreslonej wzorem (6), to granicg t¢ nazywamy
granicq iterowang funkcji T w punkcie (x,, Y, ) i oznaczamy symbolem lim lim f(x,y), czyli

X=>Xo Y—Yo

lim #(y)=lim lim f(x,y) (7

X=X Y—Yo
Z powyzszych rozumowan wynika, ze funkcja f dwu zmiennych niezaleznych X i Y moze
mie¢ dwie granice iterowane, ktore roznig si¢ kolejnoscia przejécia do granicy.

PRZYKLAD. Znalez¢ granicg iterowane funkcji



X—y+x*—y?
X+ Yy '

f(x,y)=

w punkcie p, = (0,0).
ROZWIAZANIE. Dla ustalonego y # 0 mamy

2 2
. X—=Y+X -y
o(y)=1lim =y-1.
x—0 X + y
X—y+x*—y?
lime(y) = limlim=—=— Vi lim(y -1)=-1.
Teraz dla ustalonego x =0 mamy
2 2
X—Y+X
#(x)=lim* =Y ——_—
y—0 X+Yy
X—y+x°—y?
limg(y) = limlim =lim(x+1)=1.
x—0 x—0 y—0 X + y x—0
Z tego wynika, ze dana funkcja ma granice iterowane i sg roézne.
PRZYKLAD. Znalez¢ granice iterowane funkcji
.1
Xsin=+y
X .
f(x,y)=—2—, (x,y)e A={(x,y): x+y=0}.
X+Y
w punkcie p, = (0,0).
ROZWIAZANIE. Dla ustalonego y # 0 mamy
.1
Xsin=+y
=lim—*—=1.
oly)=lim—-
.1
Xsin=+y
limg(y)=limlim—*— =lim1=1.
y—0 (D(y) y—0 x—0 X + y y—0
Teraz dla ustalonego X =0 mamy
.1
Xsin=+y
x)=lim—* — =sin=.
#x)=lim— »
Z ostatniej rowno$ci wynika, ze dana granica iterowana nie istnieje.
.1
Xsin—+y
X

limg(y)=limlim = limsin= nie istnieje
x—0 x—0 y—0 X+ y x—0 X
Z tego wynika, ze dana funkcja ma tylko jedng granicg¢ iterowang.

Tw. Jezeli spetnione sg nastepujace warunki:

1. istnieje granica (wlasciwa lub nie) funkcji f dwu zmiennych X i y, gdy (x, y) - (XO, yo),

czyli
lim f(x,y)=A,

X—Xg
Yy—=>Yo

(8)



2. istnieje przy dowolnym ustalonym y eY granica @(y) (skonczona) funkcji f przy X — X,,
czyli

lim (x,y) = o(y), )
to istnieje rOwniez granica iterowana
lim lim f(x, y) (10)
Y—=>Yo X—>Xp

ijest rowna granicy (8).

3. Pochodne czastkowe.
Niech z = f(x, y) bedzie funkcja okreslona w obszarze D przestrzeni Euklidesowej E? i niech
punkt (X,,Y,)eD.

Pochodng czgstkowq funkcji t wzgledem zmiennej X w punkcie (XO, yo) nazywamy zwykla
pochodna tej funkeji wzgledem X w punkcie X, przy zalozeniu, ze zmienna Y ma warto$¢ stata Y.
Oznaczamy t¢ pochodng jednym z nastgpujacych symboli

o) (2] o) (2]
y=Yo y=Yo
Innymi stowy, pochodna czagstkowa funkcji f wzgledem zmiennej X w punkcie (XO, yo) jest
okreslona wzorem
lim f(xo +AX, YO)_ f(X01 YO)

AX—0 AX
o ile granica po lewej stronie (11) istnieje.

= fx,(xo’yo) ' (11)

Pochodng czgstkowg funkcji T wzgledem zmiennej y w punkcie (Xo,yo) nazywamy zwyklg
pochodna tej funkcji wzgledem Yy w punkcie Y, przy zalozeniu, ze zmienna X ma warto$¢ stala X, .
Oznaczamy t¢ pochodng jednym z nastepujacych symboli

of 0z
f;(XO'yo)v (_] ) Z;(XO’yO)’ [_j :
& Sz ¥ Sz

Innymi stowy, pochodna czgstkowa funkcji f wzgledem zmiennej Yy w punkcie (XO, yo) jest

okre$lona wzorem

; f(X07y0+Ay)_f(X01yo) '
lim Ay = 1, (%0, ¥o) (12)
o ile granica po lewej stronie (12) istnieje.
Ogolnie, niech f bedzie funkcja N zmiennych X;, X,,..., X, , okreslona w pewnym obszarze
V przestrzeni E" i niech punkt (Xf,Xg,...,Xg)GV . Pochodna czgstkowq funkcji t wzgledem

zmiennej Xi(i=1,...,n) w punkcie (xf,xg,.. XO) nazywamy zwykla pochodng tej funkcji

1 n
wzgledem X; w punkcie Xi0 przy zatozeniu, ze pozostate zmienne sg stale.

Jezeli funkcja f dwu zmiennych X i y ma pochodne czastkowe f i f wkazdym punkcie
pewnego obszaru D, to te pochodne sg znowu funkcjami dwu zmiennych X i Yy . Mozna je wiec dalej
rozniczkowa¢ wzgledem zmiennej X badz zmiennej Y (o ile jest to mozliwe) i otrzymujemy
pochodne czgstkowe rzedu drugiego. Oznaczamy je symbolami :

2 2
6(&:)—6]: lub f! i(%}zaf lub 7, (13)

ax\ox) ox? Y :



2 2
o) _ ot g i(ﬂj:a LI £, (14)
ox\oy ) oyox ' oylox) oxoy

Jest ich jak wida¢ cztery.

Pochodne czastkowe rzedu drugiego ], f,) rozniace sig tylko kolejnoscia rozniczkowania,

nazywamy pochodnymi mieszanymi rzedu drugiego.
PRZYKLAD. Znalez¢ pierwsze i drugie pochodne funkcji
f(x,y)=x*+y* —4x%y?,

ROZWIAZANIE. W celu wyznaczenia pochodnej f, rozniczkujemy funkcje wyjsciowa wzgledem
X przy zalozeniu, ze zmienna Y jest stata:

f/(x,y)=4x* —8xy>.
Rozniczkujgc funkcje f wzgledem Y przy zatozeniu, ze zmienna X jest stafa:

f/(x,y)=4y®-8x%y.
Aby otrzymaé pochodne f,i i f rézniczkujemy pochodne czastkowe rzedu pierwszego z funkcji f
wzgledem X i wzgledem VY :

fr(x,y)=12x> -8y i f(x,y)=12y* —8x’.

Rozniczkujac funkcje f wzgledem Yy przy zalozeniu, ze zmienna X jest stala i na odwrot
otrzymamy

fo(x,y)=—-16xy i f/(x,y)=—-16xy = f;(x,y)=f(xy).

Tw. (Schwarza o pochodnych mieszanych)
Jezeli pochodne mieszane f, i f] istnieja i sa one ciggte w punkcie p = (X, y), to sg one rowne.

Dane twierdzenie pozostaje prawdziwe i dla pochodnych czastkowych wyzszych rzedow.

4. Rozniczka zupelna funkcji.
Niech f bedzie funkcja dwu zmiennych niezaleznych X i Yy okreslong i majaca pierwsza

pochodne czastkowe na pewnym otoczeniu O(PO,I’) punktu PO(XO,yO). Niech dalej punkt
P, (X, +dx, Y, +dy), gdzie dx i dy sa dowolnymi przyrostami zmiennych niezaleznych
x,y € O(P,,r).

Przyrostem Af funkcji f pomiedzy punktami P, (Xo,yo) i F’l(XO +dx, Y, +dy) nazywaé
bedziemy réznice okreslong wzorem:

AF = F(x, +dx, y, +dy)— (X, Y,). (15)

Rézniczkg zupetng df funkcji f w punkcie PO(XO,yO) dla przyrostow dx i dy nazywaé

bedziemy wyrazenie:

df = fx'(XO' yo)dx+ fy'(xo’ yo)dy- (16)

Tw. Jezeli funkcja f ma w pewnym otoczeniu O(PO,I’) punktu Po(xo,yo) ciggle pochodne

czastkowe rzedu pierwszego oraz punkt Pl(XO +dx, Y, + dy) nalezy do tego otoczenia, to istnieje
granica

im—_A=dT_ a7

=% (dx)” +(dy)’
Dla matych przyrostow dx i dy zmiennych niezaleznych X i Yy rozniczka zupelna df
funkcji f daje nam przyblizenie pewnego przyrostu Af tej funkcji, tzn. df = Af . Praktyczne



znaczenie tego wzoru polega na wykorzystaniu go do oceny btedow i obliczen przyblizonych warto$ci
funkcji. Wtedy najlepiej skorzystac z takiej postaci tego wzoru

f (X + A%, Yo +AY) & F(Xq, Yo )+ T, (X, Yo )X+ (X5, o Y. (18)

PRZYKLAD. Obliczy¢ przyrost i rozniczke zupelng funkcji
X+ y
flay)=>

-y
dla x, =1, y, =3, dx=0,01, dy =0,02.
ROZWIAZANIE. Korzystamy z wzoru (15) dla obliczenia przyrostu Af funkcji f pomiedzy
punktami P,(1,3) i P,(1+0,013+0,02):

403

f(1,3)=-2; f(1,043,02)=- o1 A = f(1,043,02)- f(1,3) = —%u = —0,004975.

Aby obliczyé rozniczke zupelng funkcji f w punkcie P,(1,3) dla przyrostow dx = 0,01, dy = 0,02
stosujemy wzor (16). Kolejno otrzymujemy:
-2y 3 2X
f.(xy)= , F/3)=—=, fl(x,y)= ,
( y) (X_y)z ( ) 2 y( y) (X_y)?_
df = f,(L3)dx+ f,(13)dy = —g -0,01+ % -0,02 = -0,005.

, 1
fy(1’3) = E .

5. Pochodne czastkowe funkcji zlozonej.
Niech funkcja

z=f(u,v) (19)
bedzie okreslona na pewnym obszarze G R? oraz niech dwie funkcje:
=g(x,y), v=4(xy) (20)

beda okreslone w  pewnym  wspdlnym obszarze D c R%.  Jezeli dla kazdego

(x,y)e D (p(x, y). ¢(x, y))=(u,v) € G, to funkcje
z=f(p(x y)4(x y)) (22)

nazywamy funkcjg zlozong zmiennych X i y w obszarze D — R?.

Tw. Jezeli funkcja z = f(u,v) ma w obszarze G — R? ciagle pochodne czastkowe f/ i f/ oraz

funkcje u :qo(x, y) i V:¢(X, y) majg w obszarze D < R® pochodne czastkowe wzgledem
zmiennych X i Y, to funkcja ztozona (21) ma w obszarze D réwniez pochodne czastkowe wzgledem
zmiennych X i y okreslone wzorami
g_gau of ov oz _of qu 6f6v
X ouox  ovox' oy auay v oy
Whniosek. Jezeli funkcje U i V zaleza tylko od zmiennej X, czyli U= gp( ) V= ¢(X), to funkcja
zlozona Z = f(u,v) zalezy tylko od zmiennej X, czyli z= f((p(x), ¢(X)) tym przypadku

(22)

pA
pochodne czastkowe 2— Z—u ? sg zwyktymi pochodnymi.
W szczegdlnosei, gdy U= X i V= y( ) to funkcja z = f(x, y(x)) ma pochodna
oz _of 6f
—+=V (23)
ox ax oy



PRZYKLAD. Obliczy¢ pochodne czastkowe funkcji ztozonej f (u,v) =u’sinv, gdzie u =5x+2y,

V=x>+y?.

ROZWIAZANIE. W rozwazanym przyktadzie mamy:

of . of ) ou ov X ou ov y

—=2usinv, —=u“cosv, —=5, —=——, —=2, — = ———.

ou ov OX OX Ix2 + y2 oy OX X% + y2

Ostatecznie mamy
of . 2 y . 2 2 Y(5X+ZY)2 2 2
—— =10usinv+u’ cosv ——=—— =10(5x + 2y)sin/x* + y* + ==L cos,/x? + y* .
OX /x2+y2 /x2+y2
2

q:4usinv+u2cosv y = 4(5x + 2y)sin{/x* + y? +Mcos X% +y?.

OX /XZ +y2

6. Pochodna w kierunku.
Niech P oznacza p6tos o rownaniach

X=X, +tcosa, y=y,+tcosp (24)

gdzie t >0, cos® a +cos’ S =1.Polos P o réwnaniach (24) ma poczatek w punkcie Py (XO, yo) i
tworzy z osiami Ox i Oy odpowiednio katy a 1 £

Def. Pochodng czgstkowq funkcji f dwu zmiennych X i y w punkcie P, (XO, yo) w kierunku pétosi
P nazywamy granice prawostronng w zerze (o ile istnieje) ilorazu
f(x, +tcosa, y, +tcosf)— f(X,,Y,)
t )

ktéra bedziemy oznaczaé symbolem
of . f(x,+tcosa,y, +tcosp)— f(x,,
T lim ( 0 2, Yo ﬁ) ( 0 yo). (25)
ap t—>0" t

Tw. Jezeli Ac R? i funkcja f: A— R ma w otoczeniu O(P,,5)c A punktu P,(x,,Y,) ciagle

o . .. . .

pochodne czagstkowe rzedu pierwszego, to pochodng kierunkowsg P istnieje w punkcie P, (XO, yo) i
p

jest okreslona wzorem

?p = %cow +%cosﬂ = (X, Yo )c0sa + f,(X,, Y )COS 3.
Analogicznie okreSlamy pochodng czgstkowg funkcji T trzech zmiennych X, y i z w punkcie
P, (XO, Yor Zo) w kierunku pétosi P, danej réwnaniami
X=X, +tcosa, y=Yy,+tcosf, z=z,+tcosy (26)
nazywamy granice prawostronng w zerze (o ile istnieje) ilorazu
f(x, +tcosa, y, +tcosf, z, +tcosy)— f(X,, Yo, 2,)

t l

ktérg bedziemy oznaczaé symbolem

F _pm f(x, +tcosa,y, +tcosp,z, +tcosy)— f(xo,yo,zo).

6p t—>0" t

(27)



Tw. Jezeli Ac R® i funkcja f:A— R ma w otoczeniu O(P,,5)c A punktu P,(X,, Y, Z,)
of . .. :
ciggle pochodne czastkowe rzedu pierwszego, to pochodng kierunkowa — istnieje w punkcie

P (X0 Yoo Zo) i jest okreslona wzorem

af af af 12 ! !
P :&cosa+gcosﬁ+acos;fz £, (Xo, Yo.20)c0sa + f(Xq, Yo, 20 )C0S B+ /(X Yo, 2, )COSY

PRZYKLAD. Obliczy¢ pochodng czgstkowa funkcji f (X, y) =x*—y, w punkcie P, (1,2) w
kierunku potosi P, danej rownaniami X =1+t COS%, y=2+t COS%, t>0

ROZWIAZANIE. W rozwazanym przyktadzie mamy

f(x,y):x3_y, Xo =1, YOZZ’aZﬁ:%

Obliczamy

;ip = £/(Xo, Yo )c0sa + f,(X,, Y, )cOS B = fx'(l’Z)COS% + f;(l,z)cos% B 3'% " (_1)'§ -2

7. Ekstrema lokalne funkcji dwoch zmiennych.
Niech mamy funkcje f :R* > D — R i niech punkt PO(XO, yo)e D.

Def. Funkcja f ma w punkcie B, (XO, yo) maksimum lokalne, jezeli istnieje takie otoczenie punktu
O(P,,r)c D punktu Py, ze f(P,)> f(P),dla PO(P,,r).

Def. Funkcja f ma w punkcie P, (XO, yo) minimum lokalne, jezeli istnieje takie otoczenie punktu
O(P,,r)c D punktu Py, ze f(P,)< f(P), dla PeO(P,,r).

A

v
v

Maksima i minima lokalne noszg wspolng nazwe ekstremow lokalnych.

Tw. (warunek konieczny istnienia ekstremum lokalnego).
Warunkiem koniecznym istnienia ekstremum lokalnego funkcji f , majacej pierwsze pochodne

czastkowe f/ i f w punkcie P, (X, Y, ) jest
F(%0.¥o) =01 1](x5,¥5)=0. (28)
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Warunek konieczny nie jest jednak warunkiem wystarczajacym. Mozna podaé przyktad
funkcji, ktorej pochodne czastkowe znikaja w punkcie P, (XO, Yo ), a ktora nie ma ekstremum w tym

punkcie: funkcja z = Xy ma pochodne czastkowe
0z 0z
JR— y , — = X
OX oy

ktore znikaja w punkcie P, (0,0). Warto$¢ tej funkcji w tym punkcie jest rowna 0. W punkcie

Py (0,0) rozwazana funkcja nie ma jednak ekstremum, poniewaz jest dodatnia dla punktow 11 II
¢wiartki 1 ujemna dla I1 1 IV éwiartki.

Z powyzszego twierdzenia wynika, ze ekstrema lokalne funkcji majacej pierwsze pochodne
czastkowe mogg wystapi¢ (ale nie muszg) tylko w tych punktach, ktore sg rozwigzaniami uktadu (28).
Jezeli dany uktad nie ma rozwigzan, to funkcja nie ma ekstreméw lokalnych.

Def. Wyréznikiem funkcji f :R? > A klasy C? na A nazywamy wyrazenie okre§lone wzorem:
W(x y)= £a0¢y)f (xy)=[F5 (0 y)f dia xy e A (29)

Tw. (warunek dostateczny istnienia ekstremum lokalnego).
Jezeli Ac R? i funkcja f:A— R jest klasy C* na A, punkt Po(xo, yo)e A wraz z pewnym

otoczeniem O(PO, r) € A oraz spetione sa warunki:

1 fx’(xo’ y0)=0, fy'(xo'yo)z 0;

2. W(x,,Y,)>0,

to funkcja f ma w punkcie P,(X,,Y,) ekstremum lokalne. W przypadku f”(x,y)>0 lub co na
jedno wychodzi fy';(x, y)> 0 jest to minimum lokalne; w przypadku gdy fx’x'(x, y) <0 lub
fy (x,y)<0 jest to maksimum lokalne.

Tw. (warunek wykluczajgcy ekstremum lokalnego).
Jezeli Ac R? i funkcja f:A— R jest klasy C* na A, punkt Po(xo, yo)e A wraz z pewnym

otoczeniem O(PO, r) € A oraz spetione sa warunki:

3. (%0, ¥o) =0, (x5, ¥)=0;

4. W(x,,Y,)<0,

to funkcja f nie ma w punkcie P,(X,, Y, ) ekstremum lokalne.

PRZYKLAD. Znalez¢ ekstrema lokalne funkcji
f(x,y)=3x2y—6xy+y°.
ROZWIAZANIE. Obliczamy pierwsze pochodne funkcji:
f/(x,y)=6xy—6y, f/(x,y)=3x"—6x+3y’.
Nastepnie przyrownujemy te pochodne do zera
f/(x,y)=0=6xy—6y=0=6y(x-1)=0,
f/(x,y)=0=>3x* —6x+3y? =0= x* —2x+y* =0.

Rozwiazujemy dany uktad roéwnan, uzyskujemy:

y=0 x=1

X =2x+y>=0" x*-2x+y?*=0
Dane uktady maja rozwigzania P, = (0,0), P, = (2,0), P, = (1,1) i P, = (1,—1),. Sg to wspotrzedne
punktow podejrzanych o ekstremum. Obliczamy teraz drugie pochodne 1 wyr6znik funkc;ji:
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fo(x,y)=6y, fy(x,y)=6y, f1(xy)=6(x-1), f)(xy)=6(x-1).

W(x,y)= f00 )Ty (0 y) =[5 (x y)F =36ly? = (x-2).

Nastepnie podstawiamy wspotrzedne znalezionych punktéw do wyrdznika:
W(0,0)=36(0° - (0-1)°)=-36<0.

Zatem w punkcie P, = (0,0) funkcja nie ma ekstremum lokalnego. W punkcie P, = (1,—1)
W(Z,O) = 36(02 — (2 —1)2 ) =-36 <0, wiec funkcja nie ma ekstremum lokalnego.
W punkcie P, =(1-1) otrzymamy: W(L-1)= 36((—1)2 - (1—1)2)= 36>0. Wynika stad, ze
funkcja ma w punkcie ekstremum lokalne. Poniewaz f,, (1,—1) =—6 <0, wiec jest to maksimum
lokalne: f.l-1)=2. Natomiast punkcie P, =(11) otrzymamy:
W(l,—l) = 36(12 —(1—1)2): 36> 0. Wynika stad, ze funkcja ma w punkcie ekstremum lokalne.

Poniewaz f (1,1) =6 >0, wigc jest to minimum lokalne: f_, (l,l) =-2.

X!)l(
8. Najwieksza i najmniejsza warto$¢ funkcji.

Ekstrema lokalne funkcji f dwu zmiennych niezaleznych X i Y méwia o przyjmowaniu przez
funkcje wartosci ekstremalnych w pewnym dostatecznie matym otoczeniu jakiego$ punktu. Bardzo
czesto nalezy znalez¢ najwiekszg i najmniejszg warto$¢ funkcji f w pewnym obszarze domknigtym i
ograniczonym D . Postepujemy wtedy w nastgpujacy sposob:

1. Znajdujemy najpierw wszystkie ekstrema lokalne danej funkcji w punktach wewngetrznych

obszaru D .

2. Wyznaczamy nastepnie najwigksza i najmniejsza wartos¢ funkcji na brzegu obszaru D, tzn.
wzb. FrD.

3. Z warto$ci otrzymanych w punktach 1. 1 2. wybieramy najwigkszg 1 najmniejszg warto$¢
funkcji.

Ekstrema lokalne funkcji f znajdujemy w sposob podany w poprzednim podpunkcie. Wystarczy przy
tym wzia¢ pod uwagg tylko te punkty (X, y) w ktorych znikajg jednoczesnie obie pochodne czastkowe
i ktore naleza do IntD . Nie ma potrzeby wyznaczenia pochodnych czastkowych rzedu drugiego i
stosowania warunku wystarczajgcego istnienia ekstremum, poniewaz wszystkie ekstrema funkcji f
(o ile istnieja) znajduja si¢ na pewno wsrod wartosci, jakie funkcja przyjmuje w punktach, w ktorych
znikajg pierwsze pochodne czastkowe. Z tego zbioru wartosci nalezy wybra¢ najwigksza i
najmniejszg.

Dla zbadania, jakie wartoéci funkcja f przyjmuje na brzegu obszaru FrD = C postepujemy

tak:
a) Dzielimy brzeg C (o ile jest to mozliwe) na skonczona liczbe krzywych o rownaniach typu:

y = g(x) gdzie a< x<b (30)
lub

x =h(y) gdzie c<x<d (31)

Wzdhiz kazdej krzywej (30) lub (31) nasza funkcja przechodzi odpowiednio funkcja tylko jednej
zmiennej X lub y:

f(x g(x))=¥(x) gdzie a< x <b (32)
lub
f(y,9(y))=(y) gdzie c<y <d. (33)

b) Wyznaczamy nastgpnie najwigksza i najmniejsza warto$¢ kazdej funkcji (32) na przedziale
domknigtym <a, b> i kazdej funkcji (33) na przedziale domknietym <C, d>.

UWAGA. Jezeli brzeg C obszaru domknigtego D dany jest rownaniami parametrycznymi
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x=g(t), y= z(t) gdzie a <t < S, (34)
to na tym brzegu funkcja f jest funkcja jednej zmiennej t:
f(p(t) 2(t)) = 6(t) gdzie & <t < B (35)
Reasumujgc widzimy, ze wyznaczenie najmniejszej i najwiekszej wartosci funkcji f dwu
zmiennych X i y na brzegu C obszaru D sprowadza si¢ do znalezienia najmniejszej i najwigkszej
wartos$ci funkcji jednej zmiennej na odpowiednim przedziale.
PRZYKLAD. Znalez¢ najwieksza 1 najmniejsza wartos¢ funkcji
z=x*y(2-x~y)
na trojkacie ograniczonym prostymi X=0,y =0,Xx+y =6.
ROZWIAZANIE. Wyznaczamy najpierw tylko te punkty, ktore lezag wewnatrz rozwazanego trojkata i
w ktorych znikaja jednocze$nie pierwsze pochodne danej funkcji

oz 0z
Z o xy(d-3x-2y), Z=x*(2-x-2y).
~ xy(4 - 3x y)ayX( X—2y)

xy(4—3x—2y)=0, x*(2-x-2y)=0.
Poniewaz chodzi nam o punkty, ktore leza tylko wewnatrz trojkata, wiec mozemy podzieli¢ pierwsze
rownanie przez Xy, a drugie przez x°, bo wewnatrz rozwazanego trojkata mamy X >0,y > 0. Uklad

redukuje si¢ wtedy do uktadu
4-3x-2y=0,2-x-2y=0,

1
rozwigzujac ktory otrzymamy X, =1y, =—. Zatem takim punktem wewnatrz trojkata jest

2
P, = llj Z,=1 1,1j:1.
2 2) 4

Wyznaczamy teraz najwieksza i najmniejsza warto$¢ funkcji na brzegu rozwazanego trdjkata.
Wzdluz bokow trojkata o rownaniach X =0,y =0 warto$¢ rozwazanej funkcji jest rowna zeru. Aby
wyznaczy¢ warto$¢ funkcji wzdluz prostej X+ Yy =6 wyznaczamy y=6-X dla 0<x<6.
Podstawiajac otrzymane wyrazenie do rozwazanej funkcji otrzymamy

z=12(x)=-4x*(6-x).
Jest to funkcja jednej zmiennej. Obliczymy jej pochodna
7' =7'(X)=-48x+12x* =12x(x—4)= ' =0=12x(x - 4)=0=x=0v x = 4.
Poniewaz wewnatrz przedziatu <0,6> jest x>0, wiec mamy
2=12(4)=-4-16°(6-4)=-128 oraz y = y(4) = 2.
Na koncach przedziatu mamy Z(O) = 2(6) =0.
Zbierajac otrzymane Wyniki otrzymamy
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