RÓWNANIA RÓŻNICZKOWE LINIOWE RZĘDU DRUGIEGO O STAŁYCH WSPÓŁCZYNNIKACH.

1.  RÓWNANIA RÓŻNICZKOWE LINIOWE RZĘDU DRUGIEGO JEDNORODNE O STAŁYCH WSPÓŁCZYNNIKACH.


Jest to równanie
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Tw.1.  Jeżeli funkcja 
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  jest rozwiązaniem równania (1) to iloczyn tej funkcji przez dowolną stałą 
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 też jest rozwiązaniem tego równania.

Jeżeli funkcje 
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 są rozwiązaniem równania (1), to kombinacja liniowa tych funkcji 
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też jest rozwiązaniem tego równania.

Przewidujemy, że jednym z rozwiązań jest funkcja wykładnicza
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gdzie 
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 jest pewną stałą. Aby wyznaczyć 
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, podstawimy tę funkcję i jej pochodne 
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 do równania (1) i otrzymujemy równanie 
[image: image15.wmf](

)

0

2

=

+

+

q

pr

r

e

rx

, a po uproszczeniu  


[image: image16.wmf]0

2

=

+

+

q

pr

r






(3)

zwane równaniem charakterystycznym równania (1). Każdy pierwiastek tego równania 
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nazywamy pierwiastkiem charakterystycznym równania (2).


Funkcja 
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 jest rozwiązaniem równania charakterystycznego wtedy i tylko wtedy, gdy 
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 jest pierwiastkiem charakterystycznym. Rozważmy  trzy przypadki.

1. 
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. Istnieją dwa pierwiastki charakterystyczne  rzeczywiste 
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  dwa odpowiadające im rozwiązania szczególne równania (2):
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Zgodnie z tw. (1), kombinacja liniowa 
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tych rozwiązań jest rozwiązaniem ogólnym równania (1).

2. 
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 EMBED Equation.3  


  dwa odpowiadające im rozwiązania szczególne równania (2):



Zgodnie z tw. (1), kombinacja liniowa 

 EMBED Equation.3  


, gdzie , 
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tych rozwiązań jest rozwiązaniem ogólnym równania (1).

3. 
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. Wówczas pierwiastki rzeczywiste nie istnieją i funkcja 
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 o współczynniku 
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 rzeczywistym nie może być rozwiązaniem równania charakterystycznego. A więc przewidujemy rozwiązanie w postaci;
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gdzie 
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 wstawimy funkcję 
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 wraz z pochodnymi do równania (1). Wtedy mamy równość
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która powinna zachodzić dla każdego 
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. Stąd mamy dwa równania
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z których wyznaczamy 


[image: image47.wmf]2

p

a

-

=

, 
[image: image48.wmf]2

2

p

q

b

-

=






(9)

Taki sam wynik otrzymujemy dla funkcji 
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 dane są wzorami (9). Kombinacja liniowa tych rozwiązań
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jest rozwiązaniem ogólnym równania (1).

PRZYKŁAD 1. Rozwiązać równanie różniczkowe 
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ROZWIĄZANIE. 
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PRZYKŁAD 2. Rozwiązać równanie różniczkowe 
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ROZWIĄZANIE. 
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. Odpowiadające im dwa rozwiązanie szczególne 
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. Rozwiązanie szczególne wyraża się wzorem 
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PRZYKŁAD 3. Rozwiązać równanie różniczkowe 
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ROZWIĄZANIE. 
[image: image68.wmf]0

13

4

2

=

+

+

r

r

, 
[image: image69.wmf]i

p

r

3

2

2

2

±

-

=

D

±

-

=

. Bierzemy 
[image: image70.wmf]i

r

3

2

+

-

=

 i tworzymy funkcję wykładniczą zespoloną 
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. Stąd wydzielamy część rzeczywistą i część urojoną  
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 jest rozwiązaniem ogólnym. 

2. RÓWNANIA RÓŻNICZKOWE LINIOWE RZĘDU DRUGIEGO NIEJEDNORODNE O STAŁYCH WSPÓŁCZYNNIKACH.
Aby rozwiązać równanie
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· korzystamy ze związku RORN=RORJ+RSRN między rozwiązaniami tego równania i odpowiadającego mu równania jednorodnego. Rozwiązanie szczególne równania niejednorodnego wyznaczamy:

· metodą przewidywań, jeśli funkcja po prawej stronie RN jest określonego typu;

· metodą uzmienniania stałych (tą metodę można stosować zawsze).

PRZYKŁAD 4. Rozwiązać równanie różniczkowe niejednorodne 
 EMBED Equation.3  

.

ROZWIĄZANIE. Najpierw rozwiązujemy odpowiednie równanie jednorodne 
 EMBED Equation.3  

, 
 EMBED Equation.3  

. Aby wyznaczyć RSRN stosujemy metodę przewidywania.  RN jest rozwiązaniem RN, więc rozwiązanie RN przewidujemy w postaci 
 EMBED Equation.3  

. Podstawiając tę funkcję wraz z jej pochodnymi do równania wyjściowego otrzymujemy 

 EMBED Equation.3  


, 
 EMBED Equation.3  


. Stąd 
 EMBED Equation.3  


. Oraz



 EMBED Equation.3  
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