CALKI NIEOZNACZONE. cz. 2.
CALKOWANIE FUNKCJI WYMIERNYCH I NIEWYMIERNYCH ZAWIERAJACYCH
PIERWIASTEK Z WYRAZENIA LINIOWEGO.

1. Calkowanie funkcji wymiernych.
1. Catke typu I mozna podzieli¢ na dwie podgrupy:

ax+b=t| )'
n+l b n+l
a)I:J.(ax+b)"Adx= adx = dt|+a :éj't”dx:ét +C:5M+C, 1)
1 a an+l a n+1
dx = —dt
a
gdzie n>1 naturalne, A,a,b € R,
ax+b:t‘( )'
b) I:ILXH: adx:dt|+a :é d—::éjt’”dtz,gdzie Nn>1 naturalne,
(ax+h) 1 a‘t’ a
dX:gdt

Otrzymujemy wtedy

—— _(ax+b) " +C,gdy:n>1
Ny =AJ.td—:= a(—n+1)

%In|ax+b|+C,gdy:n:1

(2)
PRZYKLAD. Obliczy¢ catki
3x+7:t‘( )'
5+1 6
) [(3x+7)° Adx=| 3dx=dt}+3 |= = [tdx =2 ce= B¢ garie
1 3 35+1 18
dx ==dt
3
) _5-t ! —441 -3
| 2dx4=2J‘(x—5)4dx=X ‘() =2jr4dt=2t—=2t—=
b) (X_5) dX:dt _4+1 _3
—4+41 -3 ,
:2&4_(::2&4_(::_%4_(:
—4+1 -3 3(x-5)

2dx dx
c =2 =2Inx-5/+C.
)| J-—5=2Inx-9
Zadania do przerobienia W. Krysicki, L. Wlodarski: ,,Analiza matematyczna w zadaniach.
Cz.1.”: 16.26, 16.27.

2. Catke typu
an = X gdzie k>0,
24k

obliczamy wedtug wzoru



dx 1
J.x p \/_arctg\/_ +C (3)

Stusznos$¢ tego wzoru wynika z definicji funkcji pierwotnej.

PRZYKLAD. Obliczy¢ catke

J. dx arctg—+C
x*+6 \/_ \/_
3. Calke typu
dx
1 l=[—*
() Iax2+bx+c

a,b,c € R, wyznaczamy w zaleznosci od znaku wyréznika A = b* - 4ac trojmianu kwadratowego. 1
tak:
a) Jezeli A>0, to funkcj¢ podcatkows rozktadamy na utamki proste, tj. na wyrazenia postaci

oraz Bx+C , (@)

(ax+b)* (ax2+bx+c)p

gdzie A,B,C,a,b,c,k, p sa stale, przy czym b® —4ac <0 (wyréznik trojmianu ax’ +bx+c jest
ujemny, a K i p s liczbami naturalnymi. Otrzymane utamki proste catkujemy wedtug wzoréow

(1). Mozna to zapisa¢ w postaci nastepujgcego schematu:
1. Obliczamy A z trojmianu kwadratowego, znajdujacego si¢ w mianowniku A= b? —
4ac. Nastepnie wyznaczamy jego pierwiastki i zapisujemy w postaci iloczynowej:
ax® +bx+c= a(x -X ) (X —X, ) 1 podstawiamy do wyrazenia podcatkowego.
2. Wypisujemy wyrazenia podcatkowe i rozktadamy, go na utamki proste :
1 B 1 _ A N B
ax’ +bx+c  a(x-x)(x=%,) a(x-x) x-x,
gdzie A, B — sa liczbami rzeczywistymi.
3. Nastepnie te ulamki sprowadzamy do wspdlnego mianownika, opuszczamy nawiasy i
grupujemy wspotczynniki przy x i bez:
A B A(x—x,)+Ba(x—x) Ax—Ax,+Bax-Bx
—+ = = =
a(x—x) x—x a(x—x)(x-x,) a(x—x)(x-x,)
_ (A+Ba)x+(-Ax, - Bx,)

a(x—x)(x=x,)

4. Poniewaz pomigdzy tymi wszystkimi ulamkami wyrazenia (5) jego dalsza czg¢$cig wyrazenia
(6) sg znaki réwnosci, To mozemy przyrownaé do siebie pierwszy ulamek wyrazenia (5) i
ostatni wyrazenia (6):

, ()

(6)

1 _(A+Ba)x+(—Ax2—Bx1): 1=(A+Ba)x+(-Ax, —Bx)
ax’ +bx+c a(x—x)(x—x,) ax’ +bx+c=a(x—x)(x—x,)
1=(A+Ba)x+(-Ax,—Bx)=>=0-x+1=(A+Ba)x+(-Ax,-Bx )= @)
{ 0=A+Ba
=
1=-Ax, —Bx;

5. Z ostatniego uktadu zaleznosci (7) wyznaczamy A, B, ktére podstawiamy do pierwszych dwoch
utamkow réwnosci (6), a te utamki podstawiamy liczonej do catki:



A B B A “ B x:é dx N dx
I[a(x—x1)+x—x2]dx_~[a(x—x1)d Ix—xzd a’(x—x) BJ.x—xz

:éln|x—x1|+BIn|x—x2|+C.
a

(8)

PRZYKLAD. Obliczy¢ catke

1 1
dx 4 4 1 dx 1, dx
= dx=" [~ ey Linx+5+C=
e eas (x+1) (x+5)| | 4-[(x+1) 4I(x+5) -+ Inc 5+

:In4‘/XJrl +C.
X+5

x2 +6xX+5=0, A=b?-4ac=36-20=16>0,JA =16 =4,

~b+vJA -6+4 ~b-vA -6-4
X1= = =—1’ X2: = :—5
2a 2 2a 2
x> +6x+5=1-(x+1)(x+5),
1 1 A B _ Alx+5)+B(x+1) _

X +6x+5  (x+1(x+5) (x+1) (x+5)  (x+1)x+5)
_ AX+5A+Bx+B _(A+B)x+5A+B

(x+1)x+5)  (x+1)x+5)
A+B=O} 1 1
=>4A=1=>A=—B=—-
5A+B=1 4 4

Teraz te wspotczynniki podstawiamy do utamkow, a utamki do catek, tzn. realizujemy podpunkt 5.

b) Jezeli A <0, to catke typu (IIT) sprowadzamy do catki typu (II) rozpatrzonej w punkcie 2. Osiggamy
to przez sprowadzenie trojmianu kwadratowego do postaci kanonicznej

2
ax2+bx+c:a[(x+2£j +;—A} 9)
a a
Dalej dokonujemy podstawienia X+2£a:t‘( )’ = dx =dt i korzystamy z wzoru (3), tzn.
J.Zd—x L arctg—
x2+k  Jk \/_
PRZYKLAD. Obliczy¢ catke
_[x-1=t x-1
| o B L P LIE S L VY
-2x+5 7 (x- 1) 4 dx = dt t?+4 /4 N 2

Zadania do przerobienia W. Krysicki, L. Wlodarski: ,,Analiza matematyczna w zadaniach.
Cz.1.”: 16.36,16.37,16.40, 16.41.

4. Calke typu



dx

(V) J Mx+ N

ax® +bx+c
a,b,c,M,N € R wyznaczamy W zaleznosci od znaku wyrdznika A = b? —4ac trojmianu
kwadratowego. | tak:
a) Jezeli A>0, to funkcje podcatkowg rozktadamy na utamki proste. Otrzymane utamki proste
catkujemy wedlug wzorow (4) z podpunktu a). Podpunkt 1 jest taki sam.
1. Obliczamy A z trojmianu kwadratowego, znajdujacego sie w mianowniku A= b? —
4ac. Nastepnie wyznaczamy jego pierwiastki i zapisujemy w postaci iloczynowe;j:
ax® +bx+c= a(x =X ) ( X— X2) 1 podstawiamy do wyrazenia podcatkowego.
2. Roznica w rozwigzaniu bedzie, zaczynajac od podpunktu 2. Nastgpujaca:

wypisujemy wyrazenia podcatkowe i rozktadamy, go na utamki proste :
Mx+N Mx+N A B
5 = = + y (10)
ax’ +bx+c a(x—x)(x-%) a(x-x) x-x
gdzie A, B — sa liczbami rzeczywistymi.
3. Tutaj jest tak samo, tzn. utamki sprowadzamy do wspolnego mianownika, opuszczamy nawiasy
i grupujemy wspotczynniki przy x i bez:
A B A(x-x)+Ba(x-x) Ax—Ax,+Bax—Bx
+ = = =
a(x—x) X=X a(x—x)(x=x,) a(x—x)(x=x,)
_ (A+Ba)x+(-Ax, - Bx,)

a(x=x%)(x-x,)

(11)

4. Poniewaz pomiedzy tymi wszystkimi utamkami wyrazenia (10) jego dalsza cze$cia wyrazenia
(11) sg znaki réwnos$ci, To mozemy przyrownaé do siebie pierwszy utamek wyrazenia (10) i

ostatni wyrazenia (11):
Mx+ N _(A+Ba)x+(—Ax2—Bxl):> Mx+N =(A+Ba)x+(—Ax, -Bx,)
a+bx+c a(x—x)(x-Xx,) ax? +bx+c=a(x—x)(x—=x,)

= Mx+N =(A+Ba)x+(-Ax, —Bx,) = Mx+N =(A+Ba)x+(-Ax, - Bx, ) = (12)

M =A+Ba
=
N =—-Ax, — Bx

5. Dalej bedzie tak samo, z ostatniego uktadu zaleznosci (12) wyznaczamy A, B, ktore
podstawiamy do pierwszych dwoch utamkow rownosci (11), a te utamki podstawiamy liczonej

do calki:
A B A B Ap dx dx
J'( + de:J.—dx+ —dx:—J. +BI =
a(x—x) x-—x a(x—x,) X— X, a’(x-x) X=X (3
A
=—In|x—x|+BIn|x—x,|+C.
a
b) Jezeli A<0, to catke typu (IV) przedstawiamy w postaci sumy algebraicznej dwu catek
Mx+ N 2ax+b dx
———dx= ——dx+ S 14
J.ax2+bx+c AIJ‘ax2+bx+c J.ax2+bx+c (14)
W liczniku pierwszej catki mamy pochodng mianownika, wigc na podstawie wzoru
f’; ((;‘)) dx =Inf(x) +C (15)



i wynikiem tej catki bedzie In‘ax2 +bx+c|, natomiast w drugiej calce mianownik sprowadzamy do

postaci kanonicznej wzorem (9) i robimy podstawienie X + 23 =t ‘( ), = dx = dt wynikiem bedzie
a

catka (3), tzn.

X+
dx dx t 1
j - = J' - arctg = arctg——28  (15)
ax“ +bx+c —A -A —A -A -A
al| x+— — W —
l:[ j :I \ 402 V4a? V42’ \ 4a2
Niezalezne wspotczynniki A, A, obliczamy dzielac licznik MX+ N przez pochodna mianownik

ax® +bx+c . lloraz z dzielenia daje wspotczynnik A, natomiast reszta jest wspotczynnikiem A, , tzn.:
(Mx+ N)+ (Qax+b) = A,
reszta = A,

PRZYKLEAD. Obliczy¢ calki

i)
(3x—5)dx dx
= =-2 =-21 51 5/+C =
IX2+6x+5 I (x+1)+(x+5 Ix+1 J.x+5) n|x+1+5In|x+5/+
=—In|x+1" +In|x+5 +C =In|x+5] ~In|x+1* +C = In|XJr5| +C.
x+1f
X2 +6X+5=0, A=b?-4ac=36-20=16>0,V/A =16 =4,
~b+JA -6+4 ~b-vA -6-4
X, = = =-1,X, = = =-5.
2a 2 2a 2
x* +6x+5=1-(x+1)(x+5),
3x-5 35 A B _A(x+5)+B(x+1)=

X 16x+5 (x+1)(x+5) (x+1) (x+5)  (x+1)(x+5)
_ Ax+5A+Bx+B (A+B)x+5A+B
~ (x+1)x+5)  (x+1)x+5)

A+B=3 B=3-A B=3-A B=5
= = = .
5A+B=-5 5A+3-A=-5 4A=-8 A=-2
Teraz te wspotczynniki podstawiamy do utamkow, a utamki do catek, tzn. realizujemy podpunkt 5.

i)

(2x+3)dx [ (2x + 3)dx
x2+6x (x +6)x
Jak wida¢ mianownik w danej calce od razu mozna przedstawi¢ w postaci iloczynowej poprzez
wyciagnigcie x przed nawias. W tym momencie wypisujemy wyrazenie podcatkowe, rozktadamy na
utamki proste, sprowadzamy do wspolnego mianownika i grupujemy wspotczynniki przy x i bez:

2x +3 A B Ax+B(x+6) Ax+B(x+6)_Ax+Bx+6B_
(x+6)x (x+6)  (x+6)x (x+6)x (x+6)x
_(A+B)x+6B
(x+6)x

Teraz przyroéwnujemy do siebie pierwszy ulamek i ostatni. Mianowniki sg takie same wiec



przyréwnujemy liczniki i wyznaczamy wspotczynniki A, B.

3
2x+3 (A+B)x+6B A+B=2=A=2-B=A=>
16 = x+6) =22x+3=(A+B)x+6B=> 1
* * * ¥ 6B:3:>B:E

Otrzymane wspolczynniki podstawiamy do utamkow, a utamki do calki:

31 3 1
f((xi6)+§>dx:f (i6) ,ZC dx=f(xi6)dx+f%dx:

T fdx “nfx + 61+ Inlxl +
h (x+6) x 2% nx

iii)
f (2x + 3)dx
—— >
(x+6)2
Jak wida¢ mianownik w danej calce juz jest w postaci iloczynowej. W tym momencie wypisujemy
wyrazenie podcatkowe, rozkltadamy na ulamki proste, sprowadzamy do wspolnego mianownika i

grupujemy wspotczynniki przy x i bez:

2x+3 A N B A(x+6)+Bx Ax+Bx+6A (A+B)x+6A

(x+6)?2 (x+6) (x+6)2  (x+6)2 (x+6)2  (x+6)?
Teraz przyrownujemy do siebie pierwszy utamek i ostatni. Mianowniki sg takie same wiec
przyréwnujemy liczniki i wyznaczamy wspotczynniki A, B.

3
2x+3 (A+B)x+64 A+B=2:>B=2_A:>B=§
(X+6)2= (x + 6)2 2x+3=(A+B)x+6A=> .

Otrzymane wspolczynniki podstawiamy do utamkow, a utamki do catki:

3 1
j((xia)J’(xfa)Z)dx=f((xi6)+(xf6)2)d"=f(xi6)dx+f@f—6yd =

_3 J |x+6—t|( )|_ ax . dx==§ d—x+1ft‘2dx
(x+6) (x+6)2 dx = dt t2 2) t 2
e 2 o 1| +6+ 1o+ 6) 1+c 1| tel—st _Lc

_zn 2—2+1 -T2 —1 o 2(x+6)

b) Jezeli A <0, to catke typu (IIT) sprowadzamy do catki typu (II) rozpatrzonej w punkcie 2. Osiggamy
to przez sprowadzenie trojmianu kwadratowego do postaci kanonicznej

ax’+bx+c=a (x+£j2+i
2a 4a’

PRZYKLAD. Obliczy¢ catke



(4x—6)+(2x-2)=2=A

—4x+4
2=A,
a— - _1: ’
I(zix 6)dx _ I(sz 2)0|><Jr | dX2 _ X t‘( ) =2In|x* - 2x+5|-
x> —2Xx+5 x> —2x+5 (x-1)"+4 dx = dt

:>2In‘x2—2x+5‘—

=2In‘x2—2x+5‘— ar ctg —

T

:>2In‘x2—2x+5‘— ;arctg( > )+C 2In‘x 2x+5‘ arctg( 1)+C

Zadania do przerobienia W. Krysicki, L. Wlodarski: ,,Analiza matematyczna w zadaniach.
Cz.1.”: 16.44,16.45,16.46,16.5116.56, 16.61.

5. Catke typu
dx
V) l, = J.m

obliczamy wedlug nastepujacego wzoru rekurencyjnego:

, gdzie N> 2 naturalne,

2n-3 1 X dx
= | , gdzi | =|—, 16
To2n-2 H+2(n 1) (1+x )71 e " J'(1+x2)n o
PRZYKLAD. Obliczy¢ catke
I:j dx 1 X 23 3 1 x +§| 1 x +§ 1 X +2-2—3| _
(L) 23-2(10) 2327 () 47 A(x) A 22-2(1c) 22-2

1 x 3 1 X 2:2-3 1 X 3|1 X 1 1 x 3 X 3
= 2T V=N 21 | T VI Y 21"'_|1 =7 VIR +ol =
4(1+x) 4 2'2—2(1+x) 2:2-2 4(1+x) 4 2(1+x) 2 4(1+x) 81+x° 8

1 x 3 X 3 1 x 1 x 3 X 3
_2 +2 +20,== —+ j == +2 "+ arctgx+C
4(1+x2) 81+x2 1+x* 4 8

4(1+x2)2 81l+x* 8 (1+x2)2 81+x

6. Calke typu

(V1) I :J.Ln N> 2 naturalne,
(ax? +bx+c)

(VII)  wyznaczamy w zaleznosci od znaku wyréznika A = b® —4ac trojmianu kwadratowego. I tak:

a) Jezeli A>0 to funkcje podcatkowa rozktadamy na ulamki proste. Otrzymane utamki proste
catkujemy wedlug wzorow (1).

b) Jezeli A<Q0, to catke typu (VI) sprowadzamy do calki typu (V). Osiagamy to przez sprowadzenie
troyjmianu kwadratowego do postaci kanoniczne;j.

7. Catke typu

(VI

| :I((M(+—N)(j)( n>2 naturalne,

ax® +bx+c)

wyznaczamy w zalezno$ci od znaku wyrdznika A = b® —4ac trojmianu kwadratowego. I tak:



c) Jezeli A>0 to funkcje podcatkows rozkladamy na utamki proste. Otrzymane utamki proste
catkujemy wedtug wzoréw (1).
d) Jezeli A<D0, to catke typu (VI) przedstawiamy w postaci sumy algebraicznej dwu calek:

J»( Mx+ N 2ax+b J-( 1 dx. 5)

—dx=A ﬁdx+
FoeAl

ax’ +bx+c ax® +bx+c)
Rozktad jest zawsze mozliwy i jednoznaczny. Nieznane wspotczynniki A, A, w prawej stronie

ax® +bx+c)

rozktadu wyliczamy dzielac licznik MX+ N przez pochodng tréjmianu kwadratowego. Iloraz z
dzielenia jest rowny wspotczynnikowi A, reszta — wspotczynnikowi A, . Nastepnie pierwsza catke po

prawej stronie rozktadu wyliczamy stosujac podstawienie ax’ +bx+c=t; druga calkg po prawej
stronie rozktadu jako caltke typu (VI), obliczamy jak w punkcie 6.
PRZYKLAD. Obliczy¢ catke

| _Ixe —6x° +10x* —17x° +8x* —5x +1
3 (X2 41Xt -3 +3x% —x)
(x* +2x% +1)x* —3x® +3x2 = x)= (x> +1 (x=1)* x

x6—6x5+10x“—17x3+8x2—5x+1zé+ B , C D  Ex+F Gx+H
(x2 +1f (x—1)x X (x=1° (x-1) %1 (X2 11f x4l
X® —6x° +10x" —17x° +8x2 —5x+1= A(x—1)*(x? +1f +Bx(x* +1) +Cx(x—1)x* +1) +
+ DX(x =17 (x + 1 +x(Ex+ F x—1)° + x(Gx + H x 1)} (x? +1},

dx:

x® —6x° +10x* —17x> +8x* -5x+1 1 2 1 —2x+1
A 3 RV 3t v
(x2 +1f (x—1) x X (x-1 x-1 (x +1)
6 5 4 3 2
IX —6Xx> +10x —217x +8x —5x+1d :—jldx—j dx+_[ dx+ j 2x+1dX:
(x2+1) (x-1)°x X (x-1)° x-1 (x? +1)f

dx x—1 5.

dx

In|x|+( )+In|x 1- J. 2de J.( - =In=—=

x? +1) X
x—-1
X

1 N 2 N l
(x-1 x*+1 2x°+1
Reasumujac rozwazania, mozemy powiedzie¢, ze potrafimy scatkowac kazda funkcje wymierna
wlasciwa. Rozktadajac ja bowiem na utamki proste i catkujac te ostatnie dochodzimy do catki
rozpatrzonej w jednym z punktéow od 1 do 7. Poniewaz funkcja wymierna niewlasciwa moze by$
przedstawiona jako suma algebraiczna wielomianu i funkcji wymiernej wlasciwej, mozemy stwierdzic,
ze potrafimy scatkowac¢ kazda funkcj¢ wymierng (wlasciwg lub niewlasciwg).

=In—=

+%arctgx+c

Zadania do przerobienia W. Krysicki, L. Wlodarski: ,,Analiza matematyczna w zadaniach.
Cz.1.”: 16.74,16.77.

Podpowiedz do zadania 16.77.
Rozktad na utamki proste powinien wygladac¢ tak:
2x Ax + B Cx+D

2+ DE2+3) @+ D  2+3)

st 5t +I
(x=1  x*+1 I (x> 4af



