WYKŁAD 22.

RÓWNANIE RÓŻNICZKOWE LINIOWE PIERWSZEFO RZĘDU.

Def.1. Równanie różniczkowe nazywamy liniowym, jeśli równanie to jest pierwszego stopnia ze względu na niewiadomą funkcje i jej pochodne. 

Równanie różniczkowe pierwszego rzędu liniowe zapisujemy w postaci

                                                                    (1)






W tym równaniu niewiadomą jest funkcja  zmiennej , natomiast funkcja  zwana jest współczynnikiem, funkcja  zaś wyrazem wolnym lub prawą stroną równania liniowego, są to wiadome funkcje zmiennej , określone w pewnym przedziale , ograniczonym lub nieograniczonym.
	Równanie (1) nazywamy :
· 

Jednorodnym, gdy  dla wszystkich ;
· 

Niejednorodnym, gdy  dla wszystkich .
Jeśli równanie (1) jest niejednorodne, to równanie

                                                                    (2)
nazywamy jednorodnym, odpowiadającym równaniu (1).




Tw.1. Jeśli w równaniu (1) funkcje  i  są ciągłe w przedziale , to 
1. 


Dla każdego warunku początkowego , gdzie ,  istnieje dokładnie jedno rozwiązanie tego równania, spełniające warunek początkowy;
2. 
Każde z rozwiązań danego równania istnieje w całym przedziale .

· Równanie różniczkowe jednorodne.


	Jeśli  jest funkcja ciągłą na przedziale , to równanie (2) ma rozwiązanie ogólne podane wzorem


, ,                                                                    (3)




w którym  jest dowolną stałą, a  funkcja pierwotną funkcji .



	Wzór (3) zawiera wszystkie rozwiązania równania (2), każde z nich istnieje w przedziale , i jest albo wszędzie , albo wszędzie .

· Równanie różniczkowe niejednorodne.



Tw.2. Jeśli funkcje  i  są ciągłe w przedziale , to równanie (1) ma rozwiązanie ogólne dane wzorem


,                                              (4)




w którym jest funkcją pierwotną funkcji , jest dowolna stałą, a całka oznacza jakąś jedną funkcję pierwotną funkcji podcałkowej. Wzór (4) obejmuje wszystkie rozwiązania równania (1). Każde z tych rozwiązań istnieje w całym przedziale .



PRZYKŁAD 1. Za pomocą wzoru (4) rozwiązać równanie: , .



Mamy , , , zatem

.
Metoda uzmienniania stałej. Wzór (4) otrzymujemy przy pomocy metody uzmienniania stałej. W rozwiązaniu ogólnym odpowiedniego równania jednorodnego 


, ,


uzmienniamy stałą, tzn, zastępujemy  funkcją  , na razie nieznaną


, ,                                                                     (5)
zadając aby otrzymane w ten sposób wyrażenie było rozwiązaniem równania (1), tzn. aby zachodziła równość

.


Wykonując różniczkowanie i uwzględniając związek , po zredukowaniu, otrzymujemy równość  i stąd

                                                                (6)


Wyznaczyliśmy funkcje . Podstawiając ją wraz z  do wyrażenia (5), otrzymujemy sumę

,                                                           (7)
która stanowi rozwiązanie ogólne (4) równania niejednorodnego (1).



UWAGA. Jeśli podstawimy (6) do (5), opuścimy przy tym (przyjmujemy ), to otrzymamy tylko  pierwszy składnik sumy

                                                                      (8)
Jest to rozwiązanie szczególne równania niejednorodnego (1). Z kolei, drugi składnik sumy

                                                                               (9)
jest rozwiązaniem ogólnym odpowiedniego równania jednorodnego (2).

Tw.3. Rozwiązanie ogólne równania niejednorodnego jest sumą rozwiązania szczególnego tego równania i rozwiązania ogólnego odpowiedniego równania jednorodnego.


PRZYKŁAD 2. Przy pomocy metody uzmienniania stałej rozwiązać równanie  .



Najpierw szukamy RORJ:, , .


Uzmienniamy stałą , tzn. niech teraz . Uzmiennioną stałą podstawiamy do rozwiązania ogólnego równania  jednorodnego i potem otrzymana równość różniczkujemy:


Otrzymany wynik podstawiamy do równania niejednorodnego:

.
Po zredukowaniu otrzymamy:

.

Jest to równanie o zmiennych rozdzielonych. Rozwiązując go mamy .
A więc rozwiązanie ogólne równania niejednorodnego jest równe

.









Metoda przewidywania. Metoda przewidywania może być stosowana, jeśli współczynnik równania  jest stały, a prawa strona równania  jest jedną z funkcji wymienionych w poniższej tabeli. Przewidujemy wówczas, że RSRN jest pewną funkcją  tego samego typu, co prawa strona . Liczby , występujące w  są niewiadome. Liczby , występujące w przewidywanej funkcji  są niewiadome. Są tak zwane współczynniki nieoznaczone. W poniższych przykładach pokażemy jak oblicz się te współczynniki.
	
Prawa strona RN 
	
Przewidywane RSRN 

	

	


	

	


	

	


	

	


	

	


	

	





PRZYKŁAD 3. Dane jest równanie . Wyznaczyć metodą przewidywania RSRN, a następnie RORN.



Współczynnik  równania jest stały i równy 5. Prawa strona równania jest typu . A więc zgodnie z tabelą przewidujemy, że RSRN jest w postaci


Otrzymane wyrażenia podstawiamy do danego równania:


Porównując współczynniki po lewej i prawej stronie ostatniej równości, otrzymujemy:




Podstawiając otrzymujemy:

RSRN:  

Odpowiednie równanie jednorodne ma postać : 

A więc RORN=RSRN+RORJ: .
 	
	W dalszych przykładach ograniczymy się do obliczenia RSRN.


PRZYKŁAD 4. Wyznaczyć RSRN metoda przewidywania:  . 




Współczynnik  jest stały . Prawa strona jest funkcją typu , a więc przewidujemy zgodnie z tabelą .

Podstawiając dane wyrażeni do równania, po uproszczeniu przez  i uporządkowaniu, dostajemy równość

.


Porównując współczynniki przy  i  otrzymujemy układ równań, rozwiązując który otrzymujemy


Wstawiając dane liczby do projektu mamy:





Przypadek szczególne przewidywania RSRN. Jeśli prawa strona RN jest rozwiązaniem RJ, to funkcja  proponowana w tabeli może nie być rozwiązaniem RN (projekt  sprowadza się do sprzeczności). Wówczas należy projektować

,                                                                               (10)


a w przypadku równania wyższego rzędu także  lub  itd.
PRZYKŁAD 5. (przypadek szczególny przewidywania RSRN)

.


Jeśli zgodnie z tabelą zaprojektujemy RSRN w postaci , to podstawiając do RN dostajemy . Sprzeczność. Dane przewidywane rozwiązanie odpada. A więc zgodnie z (10) mamy

.


Wstawiając dany projekt do równania i przeprowadzając odpowiednie obliczenia otrzymujemy, iż . A więc odpowiedź .
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