Calkowanie funkcji trygonometrycznych.

9. Calke typu
| = _[ R(sinx,cosx)dx

(11)
gdzie R jest funkcja wymierng wzglgdem SinX oraz COS X, wyznaczamy stosujac nastepujace:

Tw. Calka typu (11) daje si¢ zawsze sprowadzi¢ do catki z funkcji wymiernej zmiennej t, czyli do catki
z ilorazu dwu wielomianow wzgledem t.

DOWOD
Przyjmijmy

1

tg§X=t,—7Z'<X<72'. (12)

Wiynika stad kolejno, ze

X = 2arctgt (13)
oraz

2
dx = dt2 :
1+t

Z trygonometrii wiadomo, ze przy podstawieniu (12) funkcje sinx oraz COS X wyrazajg sic wymiernie

przez t:
sinx=—2L_. cosx—l_t2 tgx= 2
1+t%° 1+t2° 1-t*

W ten sposob catka przeksztatca si¢ z calki trygonometrycznej na catke funkcji wymiernej zmiennej t:
: 2t 1-t* 2t 2
JR(sm X,C0SX, tg x)dx:'[R[1 j

121412112 ) 1482
Rozwazmy catke typu

I R(sin? x,cos? x,sinxcosx Jdx.

Mozna tu zastosowac poprzednig metode, ale rachunki upraszczaja si¢ znacznie przy podstawieniu

dt
tgx =t, skad x =arctgx, dx= 5
1+t
Ze wzordw trygonometrycznych
. tg® x . tg X
sin? x = —9 ., smxcosx:g—z, cos’ X =————
1+1tg° x 1+1tg° X 1+1tg° X
otrzymujemy
t2
- 2 _ - _ 2 _
SIN“ X=——, SINXCOSX=——-, COS" X= 5

1+t 1+t 1+t
1 po podstawieniu otrzymujemy catke

jR(sinzx,coszx,sinxcosx)dx:jR( t 1 t J ! dt,

1+t2 '1+t2 "1+t2 J1+t2

tj. catke funkcji wymiernej zmiennej t.
PRZYKLAD.



X
tg= =t
gZ
dx = 2dt 2dt 2dt
aj dx  _ 1+t22 _ [ 1+t? :J‘ 1+t2 :J‘ 2dt _
_ Y 2 12 2 52
5+4cC0sX |, o 1 't2 5, 4Lt 5(L+t2)+4lL-t?) ) 5+5t2+4—4t
1+t 1+1? 1+t
. 2t
sinx =——
1+t
:j Zdt2 :Earctg§+C.
9+t© 3 3
tgx =t
S
1+t 2
2 34 t
3+sin®x sin*x = 2 dt
b j 2 o dx= 1+t° :j Lt 2 2=
2C0S" X—C0S" X , 1 5 1 _( 1 j1+t
COS X=1v 1+t* 1+t
SINXCOSX = tz
1+t

31+t2)+t? dt
| 1+t 14t :I(3+3t2 2 )t :I(3+4t2)dt :I(Z‘
20L+t7)-1 2+2t° -1 1+2t°
(1+t2)2
= 2tgx—\/§arctg(\/§ tg x)+C
Jezeli funkcja podcatkowa R(Sin XCOSX) w calce typu J.R(Sin XCOSX)dX jest funkcja:

L 5 jdt =2t —+/2arctg/2t =
1+2t

a) nieparzysta wzgledem SinX, to stosujemy podstawienie

cosx =t,
b) nieparzysta wzgledem COS X, to stosujemy podstawienie
sinx=t,
c) parzystg wzgledem Sinx oraz COS X, to stosujemy podstawienie
tgx =t.
PRZYKLAD. Obliczy¢ catke:
. cosx =t t°  sin®x
a)IS|n4xcosxdx: _ =—J't4dt=——:— +C,
—sinxdx =dt 5 5
3 2 H) 1 — 2
CoS™ X COS” XCOSX 1-sin® x)cosx sinx =t 1-t
J in2 dx=Ide:j( -2) = =j( > )dt:
sin® x sin“ x sin® x cosxdx = dt t
1 1 '
= I[—Z—ljdt =——— —sinx+C
t sinx
cosX =1 t*  cos’x
(:)J.c:os5 xdx = Icos“ x-sinxdx =[—Sinxdx=dt | — _[tdt = e T +C.

sin xdx = —dt



Calki typow
I, = jsinaxcosbxdx, gdzie [a] = o],

I, =_|.sinaxsinbxdx, gdzie [a] = o],
I, = fcosaxcosbxdx, gdzie [a] = o],

obliczamy wyrazajac iloczyny funkcji trygonometrycznych, wystepujace pod znakiem catki, jako
kombinacje liniowe tych funkcji z odpowiednimi argumentami. Stosujemy wtedy odpowiednio
nastepujace tozsamosci trygonometryczne:

sinxcosy = %[sin(X— y)+sin(x+y)];
sinxsiny = %[cos(x— y)-cos(x+y)];

COSXCOSY = % [cos(x - y)+cos(x+y)].

PRZYKLAD.
Obliczy¢ catke:

IcosSx cos7xdx = %J' [cos(5x — 7x)+cos(5x + 7x )Hx = %J.cos(— 2x)dx + %J.cos(l3x)jx =

:ijcos(Zx)dx+1'[cos(13x)jx: L Lginax+ L Lsintaxrc = Lsinax+ Lsintax+C.
2 2 2 2 2 13 4 26

W catkach typu |, = jsin” xdx oraz 1, :ICOSn xdx gdzie n=2K tzn., ze N jest liczbg

parzysta, wyrazenie podcalkowe przeksztalcamy przy pomocy nastgpujacych  wzorow
trygonometrycznych

sin’x = %(1—c052x), oS’ X = %(l+ c0s2x)

PRZYKLAD.

2
Obliczy¢ catke: Isin“ xdx = I(sinz xf dx = j(% (1—cost)j dx = %I(l— 2c052x +C0s” 2X dx =
=lj‘ldx—l-Z'fc052xdx+l.[cos2 2xdx:lx—l~£sin2x+l.|‘l(1+c052x)dx:
4 4 4 4 22 472
:lx—lsin2x+1-lj.ldx+l-£J.0052xdx:lx—£sin2x+1x+l-lsin2x+c:
4 4 4 2 4 2 4 4 8 82

:gx—isin2x+c.

W catkach typu |, = J.tg” xdx oraz I, = J‘Ctg” xXdx gdzie ne N wyrazenie podcatkowe

zapisujemy w postaci tg" x =tg" " x-tg*x, ctg"x =ctg"?Xx-ctg®X. W otrzymane wyrazenia
podcatkowe przeksztalcamy przy pomocy nastepujacych wzordow trygonometrycznych
1
— =>tg°x=——-1 1+ctg’ x=—>—=ctg’ x=———-1.
COS X COS X SIn~ X SIn”~ X
PRZYKLAD.

a).[tg5 xdx = Itg3 X - tg’ xdx=J'tg3 x~(

1+tg°x =

—1]dx:jtg3 X dx+J‘tg3 xdx =

cos* X cos® X



th:t . ) t4 l
12 dx:dt—zjt dt+jtgx-tg xdx:z+jtgx- COSZX—ljdx:
COS" X
" . ‘g ) cosx =t
:—+J'tgx~ > dx—.[tgxdx=—+——.|.wdx:—sinxdx=dt =
4 COS” X 4 2 Jcosx .
sinxdx = —dt
4 2 4 2 4 2
L qdt_ox, 19 X—In|t|:tg X+tg—x—ln|cosx|+C;
4 2 t 4 4 2

= —Insinx+C
2

1 1
b) | ctg® xdx = | ctgx-ctg® xdx = | ctgx- —1ldx=|ctgx- dx— | ctgxdx =
)-[ g J. g g I g (sinzx j I g sin? x I g
clgx =t cosxdx | sinx=t t? cdt  ctg®x
g1 ot [0S TR
————dx=dt- sinx  |cosxdx = dt 2 it 2
sin® x
_ctg’ x

ZADANIA DO PRZEROBIENIA: 18.31, 18.32, 18.35, 18.39, 18.42, 18.41, 18.45, 18.46, 18.47,
18.50, 18.55, 18.60, 18.77, 18.82.



