CALKI NIEOZNACZONE. Cz. 1.
PODSTAWOWE METODY CALKOWANIA.

1. Funkcja pierwotna.

Moéwimy, ze funkcja pierwotna F jest funkcjg pierwotng funkcji f w pewnym przedziale J
(wlasciwym lub niewltasciwym), jezeli w kazdym punkcie X tego przedziatlu pochodna funkcji F
rowna si¢ funkcji f , czyli

F'(x)=f(x) dla xeJ.

Jezeli dwie funkcje F i G sg funkcjami pierwotnymi funkcji f na przedziale J, to funkcje
te r6znig si¢ miedzy soba w tym przedziale o stalg.

Odwrotnie, funkcja, ktéra powstaje przez dodanie stalej do funkcji pierwotnej funkcji f , jest
rowniez funkcjg pierwotng funkcji f . W konsekwencji wyrazenie F(X)+C jest ogdlng postacia
funkcji pierwotnej funkcji f .

Wyrazenie F(X)—I— C oznaczamy symbolem I f (X)dX i nazywamy catkq nieoznaczong funkcji

Mamy wiec

If(x)jx= F(x)+C, F'(x)=f(x).

Wyznaczenie funkcji pierwotnej lub — co na jedno wychodzi — znajdywanie catki nieoznaczonej
nazywamy catkowaniem, a samg metode postepowania nazywamy rachunkiem catkowym. Z definicji
funkcji pierwotnej wynika natychmiast, ze

[ ()] = £(x), oraz [ /(= £(x)+C 0

przy zalozeniu, ze funkcja pierwotna istnieje.
Krzywa o réownaniu Yy = F(X), gdzie F jest jedng z calek nieoznaczonych funkcji f,
nazywamy krzywg catkowq funkcji f .

2. Podstawowe wzory calek nieoznaczonych.

Z wzorow z poprzedniego paragrafu wynika, ze rdézniczkowanie i catkowanie sg operacjami
odwrotnymi wykonywanymi na funkcjach. Obliczanie catek jest jednak o wiele trudniejsze niz
obliczanie pochodnych.

Z definicji funkcji pierwotnej wynikajg natychmiast nastepujace podstawowe wzory dla calek
nieoznaczonych (Te wzory nalezy umie¢ na pami¢¢. Sg one odwrotno$cig wzoréw na pochodne funkcji
elementarnych) :

n+l

X
1. IX”dx: +C, gdzie X # —1 jest rzeczywista,
n+1
2. %:In|x|+c,
X

3. Isin Xdx=—-cosx+C,

4, Icosxdx=sinx+C,

dx
5. =tgx+C,
-[coszx g

dx
6. =-ctgx+C,
-[sinzx J
dx
7. I > =arctgx+C =-arcctgx+C,
1+x




=arcsinx+C =-arccosx+C,

d
o
9. Iexdx=eX+C,

10. jaxdx:a—+C,
Inx

11. Isinh xdx=coshx+C,
12, Icoshxdx:sinhx+C .

Dla utatwienia obliczen z wzoru 1. Wynikaja bezposrednio nastepujace wzory:
-n+1

1 _
JZdx =[x "dxzin+1+C
n+1 m %H
jx"dX:X +C:<f\/xmdx=fxrldx=xm+1+6
n+1 n
f;dx=fx_%dx=x7+1+C
7 Vxm T4

Sprawdzenie wzorow polega na rézniczkowaniu funkcji wystepujacych po prawej stronie, co daje
funkcje wystepujace po prawej stronie.

PRZYKLAD.
Znalez¢ funkcje pierwotne funkcji:

a) f(X)ZXiz- jx—ldeZJX2dX=—2X21+C:—2X3+C:_%+C_
3
8

—+1

5 hd
b)f(x):ilxg. j{’/x3dx:fx%dx:xs +C:gx5+c.

—+1

5

2 1
1 1 2y X3

¢) f(x)=- = Iﬁdx:jx 3dx:_2+1+C:T+C:33/;+C.
3 3

3. Pewne ogélne reguly catkowania.
Tw. Jezeli T jest funkcjg ciggla na pewnym przedziale J oraz A oznacza stalg, to

jAfdx: Aj fdx+C . )

Tw. Jezeli T i g s3 funkcjami cigglymi na pewnym przedziale J , to

I[f(x)ig(x)]dx:jf(x)dxijg(x)dx. ©)

Wzory (2) i (3) daja nam zasady catkowania: stala mozna wyciagnaé przed symbol catki, a
nastepnie liczy¢ catke z samej funkcji oraz majac catkg z sumy lub réznicy dwoch badz wigcej funkcji
mozna rozpisa¢ na sume lub réznice poszczegdlnych funkcji. Oczywiscie w przypadku dobrego
opanowania zasad catkowania tych czynno$ci nie ma potrzeby opisywac.

Tw. Jezeli f jest r6zng od zera funkcjg i ma ciggla pochodng na pewnym przedziale J , to

J.f,(x)dx:ln‘f(x)ﬁc. @

f(x)




Tw. Jezeli T jest wigkszg od zera funkcjg i ma ciggla pochodng na pewnym przedziale J , to

J%dx=2m+c. (5)

Natomiast wzory (3) i (4) pozwalaja przys$pieszy¢ obliczenie gatek nie uzywajac podstawienia.
PRZYKLAD.

3
a I[xz+ijdx:J.xzdx+lj.£dx:x—+lln|x|+c;
3x 37 x 3 3

~—

b) J‘(ex —sinx—l}jx= Iexdx—jsin xdx—_[ldx= e* +cosx—x+C;

c) f X 2dx_—i Loxzdx:—iln‘l—5x2‘+C;
1-5x 1071-5x 10
dx 1 -4 1
d) [ == [——Z—dx=---2J1-4x+C;
V1-4x 4J'\/1—4x 4
3 3 2
N J.(XZ—Z) dx_lj.(xz) —3(x2) -2+3x2-22—23dx_lJ~x6—3x4-2+3x2-4—8dx_
2X 2 X 2 X
6 4 2
:lj X 6, lox 8 dx:ij(xs—6x3+12x—§jdx:ljxsdx—gjxsdx+gjxdx—§'[%:
2°\ x X X X 2 X 2 2 2 2° X
5+1 3+1 1+1 6 4 2 6 4
1Y X 6 X amrc=2X 3% 16X amxrc=X 3 g¢ amlx+c
25+1 3+1 1+1 26 4 2 12 4
53 4 1 2 a3 11 2 1 4 3 1
[ Ved g, o pRead e g 2 1 aad 4+ 2 f aaadx + 28 [ i adx =
6Vx 6 %3 6 6 6
1 1 5
1 1 4 5 —+1 S+1 4 —+1
=1fx€dx+lfx§dx+4\/§fxﬁdx=lﬁ6 12 2\/§x512 +C =
6 3 6 6 s 3 3+l 3 -t
1x6  1x3  2%E x1z ¥x7  VUx* 24512317
=-—+4-0+—=+C= + + + C.
62 32 3 1L 7 4 3 17

Zadania do przerobienia: W. Krysicki, L.Wlodarski: 15.22, 15.23, 15.29, 15.30, 15.31, 15.33.

4. Calkowanie przez podstawienie.
Tw. 1. Jezeli spelnione sa nastepujgce warunki:
Funkcja f jest ciggla na przedziale a<t<b,

1.
2. Funkcja g ma cigglg pochodng na przedziale & < X< S,
3. Wartosci funkcji g (X) lezg w przedziale (a, b) czylia<g (X) <b dlaxe (a,ﬂ) , to stuszny jest
wzOr
9(x)=t
g'(x)dx=1-dt

J'f(g(x))g’(x)dx: :If(t)dt dla t=g(x).




Podstawienie stosujemy wtedy, gdy w wyrazeniu podcatkowym znajduje si¢ iloczyn dwoch
funkcji, przy czym jedna z nich jest pochodna drugiej. Wigc przy doborze podstawienia nalezy
sprobowac policzy¢ pochodng jednej z funkcji i poréwnac z druga, czy sa takie same.

PRZYKLAD 3.
5x+6=t|( )’
a) j dx__ 5dx = dt|+5 ! E:lln|t|:lln|5x+6|+c;
5X+6 1 5/t 5 5
dX:gdt

8x3+6=t|( )
d 2. — .

b) f4xx3’i 8-3x1dx—dt|724

—dx =dt

24

3¢ =t )
c) jxesxzdx: 6xdx:dt|+6 =1Jetdt =1et :1e3xz +C:
6 6 6

Xdx = 1dt
6

g, [2+ Il =61 Y R
d)f“;nlx'dx_‘ Lax = ar ‘ Jide = Jede =T

+C

-
lel T

C=2Vx3+cC.
Zadania do przerobienia: W. Krysicki, L. Wlodarski: 15.36, 15.40, 15.43, 15.47, 15.51, 15.53.
14.4. Calkowanie przez czesci.

Tw. 2. Jezeli funkcje f i g maja ciggte pochodne na pewnym wspolnym przedziale, to shuszny jest
WZOr

If(x)-g'(x)dx: jf x)dx+C. (6)

Wzor na catlowanie przez czesci stosujemy do catek w wyrazeniu podcatkowym ktoérych
znajduje si¢ iloczyn dwoch funkcji, przy czym zadna z nich nie jest pochodna drugiej. Wzor ten
stosujemy w celu pozbycie si¢ poprzez rézniczkowanie jednej funkcji z catko po prawej stronie wzoru
(6). Catki te mozna symbolicznie podzieli¢ na trzy typy.

. Do pierwszego typu naleza catki, ktore w wyrazeniu podcatkowym zawieraja iloczyny
funkcji: W, (x) - e**, W, (x) - sinax, W, (x) - cosax, gdzie W, (x) jest wielomianem
rzeczywistym stopnia n, a € R. Wybor funkcji f(x) i g'(x) jest jednoznaczny. Jako f(x)
wybieramy zawsze wielomian W, (x), poniewaz poprzez n — krotne rézniczkowanie ten
wielomian w koncu zostanie liczba, ktorag mozna wyciagna¢ przed symbol catki. Natomiast
funkcja g'(x) beda funkcje e®*, sin ax, cos ax ( w zalezno$ci od tego ktora funkcje mamy
w zadaniu ), poniewaz te funkcje nie znikajg ani przy rézniczkowaniu, ani przy catkowaniu.
Teraz aby uzy¢ danego wzoru z wielomianu nalezy obliczy¢ pochodna, a z funkcji g'(x) —
catke. Wzor stosujemy n razy.

a) Jezeli mamy calke postaci: [ W, (x) - e%*dx, to w niej wybor funkeji f(x) i g'(x) wyglada tak:




f(x) = W, (x), g'(x) = e,
ax =t|( )

1 1
— - Z tgr — _ ot — — ,ax
£ = nWo_, (), g(x) :feade _ |adx = d1t| -a :afe dt sef=—e
dx =—dt
a
b) Jeieli mamy catke postaci: [ W, (x) - sin ax dx, to w niej wybér funkcji £(x) i g'(x) wyglada
tak:
fx) =W, (x), g'(x) = sinax,
ax =t|( ) . 1
fl)=nWp_1(x), gx)= fsinaxdx _ [adx = d1t|+ @ =af sintdt = Tt
dx =—dt
" a
= ——cosax.
a

c¢) Jezeli mamy calke postaci: [ Wy, (x) - cos ax dx, to w niej wybor funkcji f(x) i g'(x) wyglada

tak:
f(x) = W, (x), g'(x) =cosax.
ax = t|( .)’ 1f tdt—l't—l'
f,(x) — an_l(x), g(x) — f cos ax dx = adx = d1t|f a _ cos = asm = asm ax
dx :Edt

W przypadku, gdy umiejetnos¢ obliczenia catek jest dobra, nie jest koniecznym za kazdym razem
rozpisywac obliczenia funkcji g(x). Mozna skorzysta¢ z gotowych wzorow:

_ ax _1 ax
gx)=Je dx = —e. (7)
g(x) = [sinaxdx = —%cos ax. (8)
g) = [cosaxdx = %sin ax. 9)

PRZYKLAD 3.
a) Znalez¢ catke

I X2 cos 4xdx .

Do tej catki stosujemy wzor na catkowanie przez czesci. W tym celu wybieramy funkcje f(x) = X’ i

g'(x) = cos4x. Wzor zastosujemy dwa razy, poniewaz wielomian jest do potegi 2. Teraz zgodnie z
podpunktem 1. ¢) mamy
1. Znajdujemy pochodng pierwszego czynnika funkcji podcatkowe;j

!

(xz) =2X.
2. Wyznaczamy calke¢ z drugiego czynnika (skorzystano tutaj ze wzoru (9)) , to jest

Jcos4xdx = %sin 4x .

3. Stosujac do naszej catki wzor na catkowanie przez czgéci i uwzgledniajac podpunkty 1. i 2.
Otrzymujemy:

a1 1,.
4, 1 =x ~Z(S|n4x)—J'2x-Z(sm4x)dx.

5. Przepisujemy jeszcze raz, uproszczajac wspotczynniki drugiej catki i wyciagamy je przed catka:



| =x° -%(sin4x)—%jx-sin4xdx.

6. Teraz do catki po prawej stronie znowu stosujemy wzor na catkowanie przez czesci. W tym celu
wybieramy funkcje f(x) = x i g'(x) = sin4x.
7. Znajdujemy pochodng pierwszego czynnika funkcji podcatkowe;j

(x) =1.
8. Wyznaczamy calke z drugiego czynnika (skorzystano tutaj ze wzoru (8)) , to jest
jsin Axdx = —%cos4x .
9. Teraz 8.19. Podstawiamy do 5.:
, 1, . 1 1 1
| =x*-=(sin4x)—= —x-—cos4x—_|'1-—cos4xdx :
4 2 4 4
10. Opuszczamy nawiasy i uproszczamy:
1, . 1 1
| =x*-=(sin 4x)+—x~cos4x+—jcos4xdx :
4 8 8
11. Obliczamy ostatnig catke znowu wzorem (9) i otrzymujemy

| =x? -%(sin4x)+%x-cos4x+%-%sin4x+c :x2-%sin4x+%x-cos4x+3i23in4x+c.

UWAGA. Wybor funkcji COS X jako pierwszego czynnika nie jest przypadkowy. Gdyby$my bowiem
jako pierwszy czynnik przyjeli funkcje f (X) =X, to stosujac wzor na calkowanie przez czesci
otrzymaliby$my
1 . 1 .
sz Ccos 4xdx = 3 x*-4sin 4x+J§ x*-4sin 4xdx .
Calka, wystepujaca po prawej stronie jest bardziej skomplikowana niz catka po lewej stronie.
b) Znalez¢ catke
_[(4x2 +5)e”dx.
Do tej calki stosujemy wzor na catkowanie przez cze$ci. W tym celu wybieramy funkcje f(x) =

4X* +5i g'x) = e?. Wzor zastosujemy dwa razy, poniewaz wielomian jest do potegi 2. Teraz
zgodnie z podpunktem I. ¢) mamy
1. Znajdujemy pochodng pierwszego czynnika funkcji podcatkowe;j
!

(4x2 + 5) =8x.
2. Wyznaczamy calke z drugiego czynnika (skorzystano tutaj ze wzoru (7)), to jest
J'ezxdx _lex
2
3. Stosujac do naszej catki wzor na catkowanie przez czgsci i uwzglgdniajac podpunkty 1.1 2.
Otrzymujemy:
1 1
4. 1=(4x+5)->e” - [Bx-=e™dx,
2 2
5. Przepisujemy jeszcze raz, uproszczajac wspolczynniki drugiej catki i wyciggamy je przed catka:
1
| =(4x° +5)-~e” —4[x-e”dx.
2
6. Teraz do catki po prawej stronie znowu stosujemy wzor na catkowanie przez czgsci. W tym

celu wybieramy funkcje f(x) = x i g'(x) = e**.
7. Znajdujemy pochodng pierwszego czynnika funkcji podcatkowej



(x) =1.
8. Wyznaczamy calke z drugiego czynnika (skorzystano tutaj ze wzoru (7)) , to jest
1
jezxdx =—e”.
2
9. Teraz 8.19. Podstawiamy do 5.:
| =(4x° +5)-le2X _a| x-Lex —J.l-lezxdx .
2 2 2
10. Opuszczamy nawiasy i uproszczamy:
| = (4x2 +5)-1e2X —2x-e™ + ZIeZde.
2
11. Obliczamy ostatnig catke znowu wzorem (7) i otrzymujemy
1 1 1
| =(4x*+5)-Ze® —2x-e” +2-2e” +C = (4x* +5)- Ze™ - 2x-e” +e™ +C
2 2 2

Zadania do przerobienia: W. Krysicki, L. Wlodarski: 15.68, 15.71, 15.72.

I Do drugiego typu naleza catki postaci J'eax sinbxdx, jeax cosbxdx, a,b € R. W tego

typu catkach nie ma znaczenia ktorg funkcje wybieramy jako f (X) a ktéra jako ¢ '(X) .

poniewaz funkcja e®* przy rézniczkowaniu, czy catkowaniu zostanie taka sama, bedzie
tylko inny wspotczynnik. Natomiast funkcje sin bx i cos bx bedg si¢ zmienia¢ nawzajem.
Do takich catek stosujemy wzor na catkowanie przez czgsci dwukrotnie, Przy czym za
kazdym razem wyboér funkcji f (X) i g '(X) powinien by¢ taki sam. Zakladamy, ze
dokonamy nastgpujacego wyboru:
f(x) = sinbx(lub cos bx ), g'® = e,
(7 1
'™ = pcosbx (lub bsinbx), g(x) = aeax.

Po dwukrotnym zastosowaniu wzoru w prawej czgsci otrzymanej zalezno$ci powinnismy
otrzymac taka samg catke jaka mieliSmy na poczatku, tylko ze znakiem ‘minus’ i jakim$
wspotczynnikiem.

PRZYKLAD 4.
Znalez¢ calke

jeax -cos 6xdx .
Do tej catki stosujemy wzor na catkowanie przez czesci. W tym celu wybieramy funkcje f(x) = COS6X

ig'(x)= e . Wzor zastosujemy dwa razy, poniewaz wielomian jest do potegi 2. Teraz zgodnie z
podpunktem 1. ¢) mamy
1. Znajdujemy pochodna pierwszego czynnika funkcji podcatkowe;j

!

(cos6x) =—6sin6x.
2. Wyznaczamy calke z drugiego czynnika (skorzystano tutaj ze wzoru (7)) , to jest

Jesxdx = %esx .

3. Stosujac do naszej catki wzor na catkowanie przez czgsci i uwzglgdniajac podpunkty 1.1 2.
Otrzymujemy:

4, | = cos6x~1e3X —J(—Gsin 6x)-le3xdx .
3 3

5. Przepisujemy jeszcze raz, uproszczajac wspolczynniki drugiej catki i wyciggamy je przed catka:



| =cos 6X-%€3X +3fsin 6x-e**dx.

6. Teraz do catki po prawej stronie znowu stosujemy wzor na catkowanie przez czesci. W tym

celu wybieramy funkcje f(x) = sin6x i g'(x) = €**. Znajdujemy pochodng pierwszego
czynnika funkcji podcatkowej

!

(sin6x) =6cos6Xx.

7. Wyznaczamy calke z drugiego czynnika (skorzystano tutaj ze wzoru (8)) , to jest
1
Je‘”dx =¥,
3
8. Teraz 8. 19. Podstawiamy do 5.:
1 . 1 1
| =cos6x-=e* +3|sin6x-=e* —_[60056x~—e3xdx :
3 3 3

9. Opuszczamy nawiasy i uproszczamy:

| = cosz-%e3X +3sin GX-%e3X —3I6cos6xée3xdx = cos6x-%e3X +sin6x-e* —6!0036x-e3xdx

10. Teraz przepisujemy poczatek zadania i koniec z podpunktu 9.:

J'cos 6x-e¥*dx = cos GXée3X +sin6x-e* —6.|.cos 6x-e3*dx .

Podkreslone catki sa takie same. Przenosimy je na jedna stron¢ dodajemy i wyznaczamy czemu jest
réwna jedna:

fcos 6x-e¥*dx + Gj cos6x-e**dx = cos 6x-%e3X +sin6x-e**.

(1+ 6)jcos 6x-e¥*dx = cos GX%e3X +sin6x-e*,

7_[ cos6x-e¥*dx = cos GX-%e3X +sin6x-e |7,

IC°36X'93de :%(cos6x-%e‘°’X +sin6x-e3xj+C .

Zadania do przerobienia: W. Krysicki, L. Wlodarski: 15.74, 15.75.

In" x

. Do danego typu naleza catki postaci Ixm-ln” xdx, I\klxm -In" xdx, J—dX,
k/Xm

Iln” xdX.W danych catkach jako funkcje f(x) wybieramy In" X . Natomiast jako

. 1 .
funkcje g'(x) wybieramy lub x™, lubl, Ux™,lub—=—, w zaleznosci od tego co mamy

kf,m '

VX
w zadaniu, k,m,n € N. Do takich catek stosujemy wzor na catkowanie przez czesci N —
krotnie, dopdki nie zniknie logarytm.

Wtedy: f(x)=In"x= f'(x)=nIn""x-(In x)' = nIn”lx%.(i)

Natomiast g '(X) w zaleznosci od zadania bedzie:

m+1

X
1 — m — md —
g'(x)=x"=g(x) J.x X o

(ii)



g'(x)=1=g(x Ildx X (iii)

\/_:>g j\/_dx j'xkdx— (iv)
UL
k
9'(x)= ! :g(x):j ! dx:jxkdx: - (v)
ka VXT _7+1

PRZYKLAD 5.
a) Znalez¢ catke

J.xz-lnzxdx.

Do tej catki stosujemy wzor na catkowanie przez czg¢sci. W tym celu wybieramy funkcje f(x) = In®x

i g’'(x) = X°. Wzor zastosujemy dwa razy, poniewaz In° X jest do potegi 2. Znajdujemy pochodna
pierwszego czynnika funkcji podcatkowe;.

. . , _ ' 1
1. Teraz zgodnie z wzorem (i) mamy: f (x)=In*x= f'(x)=2In*"x-(Inx) =2Inx-=
X
2. Wyznaczamy catke¢ z drugiego czynnika (skorzystano tutaj ze wzoru (ii)) , to jest
2+1 3

X X
'[ X2dx = =—.
2+1 3
3. Stosujac do naszej catki wzor na catkowanie przez czgsci i uwzglgdniajac podpunkty 1.1 2.
Otrzymujemy:

3 3

X 1 x

4. 1=In*x-=——(2Inx-=-=dx.
3 X

5. Przepisujemy jeszcze raz, uproszczajac wspotczynniki drugiej catki i wyciggamy je przed catka:
3
X 2
| =In? x-———J'In X-x7dx .
3 3

6. Teraz do catki po prawej stronie znowu stosujemy wzor na calkowanie przez czgsci. W tym
celu wybieramy funkcje f(x) = InX i g’'(x) = X2,
7. Znajdujemy pochodng pierwszego czynnika funkcji podcatkowe;j
1

In(x) ==.

X

8. Wyznaczamy calkg z drugiego czynnika (skorzystano tutaj ze wzoru (8)) , to jest
241 3
X X
J. x*dx = =

2+1 3

9. Teraz 8.19. Podstawiamy do 5.:

| =In?x- Xg—{ ——j— —dx}

10. Opuszczamy nawiasy i uproszczamy:

3 3
I:Inzx~X——z~Inx~X—+z-1jx2dx:In2x~X——g-Inx~x3+g-Ix2dx.
3 3 3 33 3 9 9

11. Obliczamy ostatnig catk¢ znowu wzorem (9) i otrzymujemy



3 3
I=In?x-2—Z.In xox3+g-_|'x2dx:Inzx-x——g-lnx-x3+g-X—+C:
3 9 3 9 9 3

b) Znalez¢ catke
J‘In2 xdx = Il- In® xdx .
Do tej calki stosujemy wzor na catkowanie przez czg¢$ci. W tym celu wybieramy funkcje f(x) =
In®x i g'(x) = 1. Wzor zastosujemy rowniez dwa razy, poniewaz In> X jest do potegi 2.

Znajdujemy pochodng pierwszego czynnika funkcji podcatkowe;.

1. Teraz zgodnie zwzorem (i) mamy: f (x)=In*x= f'(x)=2In**x-(In x)' = 2Inx-§

2. Wyznaczamy catke z drugiego czynnika (skorzystano tutaj ze wzoru (iii)) , to jest
Ildx =X.
3. Stosujac do naszej catki wzor na catkowanie przez czesci i uwzgledniajac podpunkty 1. i
2. Otrzymujemy:

1
I =In®x-x—|2Inx-=-xdx.
X
4. Przepisujemy jeszcze raz, uproszczajac wspotczynniki drugiej catki i wyciggamy je przed
catka:

| =In® x.x—ZIIn xdx .
5. Teraz do calki po prawej stronie znowu stosujemy wzor na calkowanie przez czgsci. W tym
celu wybieramy funkcje f(x) = InX i g'(x) = 1.
6. Znajdujemy pochodng pierwszego czynnika funkcji podcatkowe;j

1

(Inx) ==.

X
7. Wyznaczamy calke¢ z drugiego czynnika (skorzystano tutaj ze wzoru (iii)) , to jest

jldx =X.
8. Teraz 8. 19. Podstawiamy do 5.:

1
| :Inzx-x—z{ln x-x—j—-xdx]
X
9. Opuszczamy nawiasy i uproszczamy:
1
I =In2x-x—2{lnx-x—_[—~xdx}=In2x-x—2lnx-x+jldx
X
10. Obliczamy ostatnig catke znowu wzorem (9) i otrzymujemy
1
I =In2x'x—2[ln x~x—.[—-xdx}=ln2x-x—2|nx-x+j1dx=In2x~x—2ln X-X+X+C.
X

Zadania do przerobienia: W. Krysicki, L. Wlodarski: 15.76, 15.77, 15.79, 15.80, 15.81, 15.82.
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