CALKI NIEOZNACZONE cz.3.

Calkowanie funkcji niewymiernych.
CZESC 1

a) Calkowanie funkcji niewymiernych, zawierajacych pierwiastek stopnia n z wyrazenia
liniowego, tzn. Vx.

Jezeli funkcja podcatkowa jest funkcja wymierna poteg zmiennej X o wyktadnikach postaci
r% , gdzie m,n sg liczbami naturalnymi wzgledem siebie pierwszymi, to wykonujemy podstawienie

Nx =t = x=t" = dx=N-t"dt,

gdzie N oznacza wspdlny mianownik utamkow postaci r% .
PRZYKLAD. a)Obliczy¢ catke
dx
l=[——+=.
Ix+¥/x
Zaktadamy, ze X >0. Funkcja podcatkowa jest funkcjg wymierng zmiennych X% i X% , Wspolnym

1 1. . :
mianownikiem utamkow > i 5 jest 6, wobec tego podstawiamy x =t°,t>0 skad otrzymujemy
dx = 6t5dt,\/; :ts,:"\’/; =12, Jest wiec

5 3
=] Et dtz =6ft . =6f(t2—t+1—ijdt=6(1t3_1t2+t—lnlt+1lj+c -
t"+t t+1 t+1 3 2

= 28° ~3t° + 6t -6t +1 + C = 2/x ~3Yx + 68/x ~In|¢/x +1]+ C.
b) Obliczy¢ catke

xdx
1= e
x-1
Zaktadamy, ze X>0. Funkcja podcatkowa jest funkcja wymierng zmiennych X% i X, wobec tego

podstawiamy \/; =t,t>0=x=t’ ( )' = dx = 2tdt . Teraz podstawiamy otrzymane zaleznosci do

catki i przeprowadzamy przeksztalcenia algebraiczne:

_pte2tdt t2 B (t2—1+l) B (tz—l) 1 B
B i B a i | o aro ] Lo

= 2][1—t21_1jdt :Zuldt_It%ldtjzzjldt_zjtzl_ldt

Wynik pierwszej catki mamy od razu: Ildt =1+ C . Natomiast w drugiej calce mianownik wyrazenia

podcatkowego nalezy roztozy¢ na czynniki, a potem na utamki proste:

1 1 A B
el 4{5*&}‘“

Teraz wyznaczymy wspolczynniki 4, B poznang nam metodg i wrocimy do calki:




1 A B A(t+1 B(t-1) At+A+Bt-B (A+B)t+A-B

ED)(t+]) t-1 t+l (t-D)(t+D) (t-1)(t+)  (t-1)(t+]) -1
A_1
1 (A+B)t+A-B [A+B=0 [ A=-B A=-B ~2
t-1)(t+1) -1 |A-B=1  |-B-B=1_ |-2B=1_ 1
( = = o le=-2
Teraz wracamy do calki:
11 1 1
j[i+i}dt=j 2 2g-f|-2, 2 =—f—t" L
t-1 t+1 t-1 t+1 t— 1 t+1 t+1
1 1 1 1 (t-1 t-1
:§|n|t—1|—§|n|t+1|+c:E[Inh In|t+1|]+c—5|n +C=1In m+C:.
Jx-1
+C
\/;+1
Wynik konicowy jest nastgpujacy:
I—_[\/_dx—zfldt—Z_[—dt—Zt 2—|nt Y coa-mi=Y -
t+1 t+1
Jx-1
=2+x—1In +C
\/_ \/;+1

Zadania do przerobienia: 17.23, 17.26, 17.27.

b) Calkowanie funkcji niewymiernych, zawierajacych pierwiastek stopnia n z wyrazenia

liniowego, tzn. ¥ax + b lub " %, gdzie a,b,c,d € R.

Jezeli funkcja podcatkowa jest funkcja wymierng zmiennej X oraz poteg dwumianu ax+b lub funkgji
homograficznej

ax+b , gdzie ad —bc#0,
cx+d

o wyktadnikach postaci r% , gdzie M,N sg liczbami naturalnymi wzgledem siebie pierwszymi, to w

pierwszym przypadku wykonujemy podstawienie
Vxa+b=t=xa+b=t" = x :E(t'\‘ _b): dX:EN AN dt

a a
a w drugim przypadku
\ :;Hg =t= :;+g =t" = ax+b=t"(cx+d)= ax+b=t" -cx+t" -d =
+ +
g b=t -d) (t" 'C—a)—(b_zt“ d)t* c-a)
(t“ -c—a)

b-t".d=t"-cx-ax=b-t"-d Z(tN 'C‘a)xjx_m



~NtVdtY c—a)- NtV clo—tV -d)

" -c-af
— 2N71- . Nil. . —_— N 1- . 2N 1. . Nil. . —
geo ~NCUcod Nt cra- N e b NEY T eed N c-(a b)dt

t"-c-a) B t"-c-a)f

gdzie N oznacza mianownik utamkoéw postaci n% .

dx = dt

PRZYKLAD. Obliczy¢ calki:

a) j X+/2X —10dX .

Zakladamy, ze X>5. Podstawiamy 2x—10=t?, gdzie t>0, skad 2dx=2tdt a wiec dx=tdt.
1
Procz tego obliczamy X ze zwiazku 2X—10=t® i otrzymujemy X = E(’[2 +10). W ten sposob po

podstawieniu catka przyjmie postac:

[ xv/2x—10dx = lj(t2 +10k-tdt =1j(t4 +10t2 )t =1jt4dt+ %Itzdt -

L1l sl 1\/2x 10)° 5\/2x 10)° +C
25 3
x+1 dx
b
) I ~1 x+1°
Zakiadamy, ze X #1,X# —1. Podstawiamy
X—fzts:x+1=t3(x—1):>x+1=t3-x—t3:t3+1=t3-x—x:>t3+1=x(t3—1),
X_
3 2
skad X:t3+1:dX:Ld§.
17 ")
Po uproszczeniu otrzymujemy
—6t*dt —6t°dt —6tdt
x+1 (t3 1) (t° 1) (t° 1) dt dt
J. e :I 3 3 = 3 _SJ. 3 :_3,[ 2 :
X-1 x+1 3 1 t1,, 4Lt 2t -1 (-2t +t+1)
t°-1 t*-1 t*-1

dt
'= —3It3 1 3 (-1t +t+1)

Teraz funkcj¢ podcatkowg rozktadamy na utamki proste

1 __ A Bt+C _ A’ +t+1)+(Bt+C)t-1)
-1t +t+1) t-1 t*+t+1 (t-2)t> +t+1)
_ At’+At+A+Bt* +Ct-Bt-C _t*(A+B)+t(A-B+C)+(A-C)
(t-1)t2 +t+1) (t-2)t> +t+1)
A=l
t?] A+B=0 3
2A+C =0 1
t/ A-B+C=0;= =>B=-=
. A—Czl} 3
| A-C=1 >
c=-=%2
3



Po rozktadzie na utamki proste mamy

t+2 de 1 2t+1 X+1
= —[— =ZIn(t? +t+1)+3arctg=—=—Inft -1 + C, gdzie t =3 .
J.t +t+1 t-1 3 ( ) g J3 -1 J \x—1

Zadania do przerobienia: 17.6, 17.7, 17.10, 17.11, 17.15, 17.16, 17.17, 17.18, 17.22, 17.18, 17.22.

CZESCII
1. Calke typu
dx
. S o

obliczamy wedtug wzoru
dx
I:I—=In‘x+\/x2+k‘+c. (1)
VX2 +k
Stusznos¢ tego wzoru wynika natychmiast z definicji funkcji pierwotne;.

dx
X+Ux*+9|+C.
VX249

, gdzie k e R,

PRZYKLAD. j =1In

2. Calke typu

dx
)} | =| —=—,gdzie keR,,
J. [k _ XZ
obliczamy wedtug wzoru
= arcsm X icC. )

I\/k x°

Stusznos$¢ tego wzoru Wynika z definicji funkcji plerwotnej.

V25— x°

X . X
PRZYKLAD._[ =arcsin— +C:arcsmg+C.

3. Calke typu

(i) |=IL
vax? +bx+c

wyznaczamy w zalezno$ci od znaku wspotczynnika a przy X2 Najpierw sprowadzamy trojmian
kwadratowy, znajdujacy w mianowniku pod pierwiastkiem, do postaci kanonicznej wzorem:

, gdzie a,b,ceR,

2
—-A
ax2+bx+c=a(x+£j +— 3)
2a 4a’
Nastepnie wprowadzamy podstawienie:
b
X+—=t=dx=dt. 4)
2a

| tak:
a) Jezeli a> 0, to wynik caltki otrzymujemy wedtug wzoru (1).
b) Jezeli a <0, to wynik catki otrzymujemy wedtug wzoru (2).



PRZYKLAD. a)

x+2=t
= = In‘t+\/t + ‘+C In‘x+2+,/x+2 +9‘+C
j\/x2+4x+9 '[\/(x+2)2+5 dx=dt| \/t +5
dx dx X+2=t t . X+2
b) = = _arcsm +C:arcsm—+C.
I\/5—4x—x2 '[\/9—(x+2)2 dx=dt J.\/9 t’ 3
4. Calke typu
Mx+ N
(V) ——————dx gdzie M,N,a,b,ceR,
J.\/ax2+bx+c

wyznaczamy przedstawiajac ja w postaci sumy algebraicznej dwu catek

_[ Mx+ N dx— .[ 2ax+b

— X+ A %)
vax? +bx+c Jax? +bx+c '[\/ax +bx+c

Dowodzi sig, ze rozktad (5) jest zawsze mozliwy i jednoznaczny. W liczniku pierwszej catki mamy

pochodng mianownika i wynikiem tej catki bedzie 2+/ ax® +bx+c, natomiast w druga catka jest catka
typu (1), mianownik ktorej sprowadzamy do postaci kanonicznej wzorem (3), a wynik jest

uzalezniony od znaku wspotczynnika a przy x’. Rozklad jest zawsze mozliwy i jednoznaczny.
Niezalezne wspotczynniki A, A, obliczamy dzielac licznik Mx+ N przez pochodna mianownika

(Mx+N)=+(2ax+b)=A
reszta = A,
lloraz z dzielenia daje nam wspétczynnik A, natomiast reszta, ktora zostaje z dzielenia jest

ax? +bx+c, tzn.

wspotczynnikiem A, .
PRZYKELAD. a)

I (4x—5)dx J- (2x +4)dx A?I dx _x+2=t_ .[ (2x +4)dx _1,[
VX +4x+9 VX?+4x+9 J(x+2f +5 |dx=dt X2 +4x+9 \/t

= 2Jx* 1 4x+9 —13In‘t+\/t2 +5‘+C —2Jx* 1 4x+9 —13In‘x+2+1/(x+2)2 +5‘+c

(6x+1)dx 2x—4)d _x+2=t dt
=-3-24/5-4x-x* -11 -
j\/5 4% —x2 JJ5 4x—x2 J\/g x+2f |dx=dt I\/9—t2

= —6m—1larcsinﬁ+c = —6\/5—4ﬁ—11-arcsin—XJ?:2 +C

5. Calke typu

2
X“dx .
V) I1:I\/XZ+kdx, Izzj— gdzie keR ,
Jlk+x?)
nosza nazwe calek stowarzyszonych, poniewaz przy obliczeniu catki | pojawia si¢ catka |, i na

odwrot. Aby znalez¢ catki stowarzyszone typu (V), do catki |, stosujemy wzor na catkowanie przez

czesci: Mamy wtedy:
f(x)=vx*+k, 9'(x)=1

I\/x2+kdx: 1 X
f'(X)=————-2x= . g(x)=x
(%) 24 %% +k X* +k (x)

=X x? +k —I dexk (6)
Vx4




Jezeli catke z prawej strony wzoru (6) przeniesiemy na lewg strong , to otrzymamy:
2
X“dx
J'\/x2+kdx+J' =XxVx?+k . (7
VX% +k

Rownos¢ (7) daje nam wzor na sume szukanych catek stowarzyszonych |, i |,. Biorac roznicg

szukanych catek otrzymujemy

. , (x2+k)2—X2 dx
jﬁdx—j\/% _[( ﬁ]dx:j( — j g (8)

x+k X’ dx

-t k S

Ale zgodnie z wzorem (1) mamy

X
I d :In‘x+\/x2+k‘+c.
VX2 +k
Uwzgledniajac ten wzor (1) w prawej stronie (8) mamy:

I\/x2+kdx J‘\/ﬂ—kln‘x+\/x + ‘+C. (9)
x* +k

Rownosé (7) daje nam wzor na roznice szukanych calek stowarzyszonych |, i 1, . Dodajac i odejmujac
stronami (5) i (6) otrzymujemy

|1EJ’,/x2+kdx:%x\/x2+k+In‘x+\/x2+k‘+C, (10)
1 [+ K
Z_J‘\/_ =—x\/x +k In‘x+ X° + ‘+C (11)
X +k

W sposo6b zupetnie analogiczny wyznaczamy calki stowarzyszone
Il:I\/k—xzdx, j
w/ik X )

|, = \/k—xzdx=1x\/k—x2+arcsini+C, (12)
' Jk

dx_ xvk —x? —arcsin——=+C . (13)
‘[ Vk —x? Jk
PRZYKLAD.

I\/x2+2x+5dx=j (x+1)° +4dx = X+l:t‘:%t t2+4+ln‘t+\/t2+4‘+C:

,gdzie keR,.

2) dx =dt ,

:%(x+1h/(x+1)2+4+In‘(x+1)+\/(x+1)2+4‘+C
b) J'\/7 :—x\/x +9 —In‘x+\/x + ‘+C

c) jxfl—xzdx=§x\/1—x2 +arcsin%+c Z%xxll—xz +arcsinx+C ,

IZ_J‘\/_ \/2 X +arcsm%+c

e)



6. Calke typu
(V1)

|_
‘[\/ax +bx+c

gdzie W, jest wielomianem stopnia N >1 naturalne, wyznaczamy przedstawiajac ja w postaci

dx
=W__ \/ax +bx+c+B .
J\/ax +bx+c '[\/ax2+bx+c

Dowodzi sig, ze rozktad (10) jest zawsze mozliwy i jednoznaczny, tj. istnieje dla danego wielomianu
W, doktadnie jeden taki uktad liczb rzeczywistych B oraz wspotczynnikow tego wielomianu, ze dla
X nalezgcych do dziedziny funkcji podcatkowej zachodzi rozktad (10). Niezalezne wspotczynniki
wielomianu W, , oraz B, wyst¢pujace po prawej stronie obliczamy metoda wspolczynnikow

(12)

nieoznaczonych.

PRZYKLAD .
X3 +2x% +x-1 1
a dx = (A X* + AX+ A WX* +2x—1+ B | ————dx. (*)
'[ X2+ 2x— (AZ A AO) IxE+2x-1

Teraz dane wyrazenie rozniczkujemy obustronnie. Pochodna z catki daje nam samo wyrazenie
podpierwiastkowe, natomiast do pierwszego wyrazenia po znaku rownos$ci stosujemy wzor na pochodng
iloczynu:

X+ 2x2 +x-1 ) '\/27 5 ( > ' 1
— = AX" + AX+ X“+2X =1+ AX +AX+ VX +2x—1) +B—
VX2 +2x—-1 (Ax+AxA) (A Axe ) VX +2x-1

X2 +2x% +x-1 2X+2 1
o T T (2AX+ AV +2x =1+ (A X + AX+ +B :
X2 +2x-1 (2Ax+A) (Az A A())Z\/x2+2x— X2 +2x-1

X2 +2x% +x-1 (x+1) 1

e T (2AX+ AV +2x=1+(A X + AX+ :

X2 +2x-1 (2Ax+A) (Az A AO)Z\/X +2X— \/x2+2x—1
1

X2 +2x% +x— 1 X+1

NroreTaT = (2Ax+ A WX +2x— 1+(A2x2+A1x+AO,\/X2 +B

+2x-1 X +2x-1
Teraz cato$¢ mnozymy przez ./ x2 + 2x—1 W celu pozbycia si¢ mianownika
X +2x% +x—1=(2A,x + Ai)(x2 + 2x—1)+ (A2x2 +AX+ AOXX+1)+ B.
Nastegpnie przemnazamy wszystko i grupujemy wspotczynniki przy x do tej samej potegi
X°+2x% +x-1=3AX° +(5A, +2A ) X’ +(-2A, +3A + A\ ) x+(-A+ A +B) =
1
3A, =1=A = 3
= S5A, +2A =2
—2A,+3A+A =1
-A+A+B=-1
Z uktadu wyznaczamy wspotczynniki i podstawiamy do wyrazenia (*)

=3 A=ii A=t B=-2,

X3 +2x% +x— 1 1, 1 7)\/27 1
X°+=X+ X +2x-1-2| ———dx
I VX2 +2x— ( 6 6 J.\/x2+2x—1

W ostatniej calce mianownik przedstawiamy w postaci kanoniczne;j:




3 2 —
_[X +2X° + X 1dX:(%X2+%X+2jm 2 4dx

X +2x-1 (x+17 -2
1=t|( )
! dx = X ‘( ) = dt:In‘t+\/t2+l‘:ln X+1+ (x+1)2+1 +C

1

X3 +2x% +x—1 ( )
dx=| =x*+= x+ VX2 +2x— 2In‘x+1+\/x +2X— ‘+C
'[ VX% +2x—

x%dx \/2— V2
c) fm (Ax + B)Vx2+4x +8 +Df\/— (Ax + B)Vx* +4x + 8 +fm

Teraz dane wyrazenie rézniczkujemy obustronnie. Pochodna z catki daje nam samo wyrazenie
podpierwiastkowe, natomiast do pierwszego wyrazenia po znaku réwnos$ci stosujemy wzor na pochodna

iloczynu:

2 1
—=(Ax+B)’w/x2+4x+8+(Ax+B)(\/x2+4x+8)’+D—
Vx2+4x+8 Vx% 4+ 4x + 8

2 2x + 4 1
——Aw/x2+4x+ 8 + (Ax + B) +D
Vx2+4x+ \/x2+4x+8 Vx2 +4x+8

2(x +2) 1
——Aw/x2+4x+ 8+ (Ax + B) +D
Vx2+4x+8 2Vx2 +4x+8 Vx2 +4x+8

x? x+2 1
——A\/x2+4x+ 8 + (Ax + B) +D
Vx2 +4x+8 Vx2 +4x+8 Vx2+4x+8

Teraz calo$¢ mnozymy przez Vx? + 4x + 8 w celu pozbycia sie¢ mianownika:
2
2 =A( x2+4x+8) +(Ax+B)(x+2)+D

2=A(?+4x+8)+(Ax+B)(x+2)+D
Nastepnie przemnazamy wszystko i grupujemy wspotczynniki przy x do tej samej potegi:
2=2Ax?>+ (6A+B)x + (84 + 2B + D).
Przyrownujemy wspoétczynniki przy x do tej samej potegi po obu stronach rownosci i wyznaczamy
te wspotczynniki:
1
2A=1=2A=—=
2
1
6A+B—0=>6—+B—O=>3+ =0=>B=-3

1
8A+ZB+D=0=>8-§+2-(—3)+D=0$4—6+D=0:D=—2

Te wspotczynniki podstawiamy do pierwszego wyrazenia:

xdx (1 3) 2f4x+8 zf dx
—_— = |—x — X X —_ S —
Vx2+4x+8 12 Vx224x+8

X
=(—x—3>\/x2+4x+8—2f—=
2 Vi +2)242

1
=(§x—3> x2+4x+8—21n|x+2+w/(x+2)2+2|+C
2
f —t2 ln|x+2+‘/(x+2) + |

Tutaj jest rozwigzanie ostatniej catki:
=ln|x+2+w/(x+2)2+ |+C

J dx _| =
Jx+2)2+2 dx =dt



7. Catke typu

(V1) dx

! :I(x—a)”\/axz +hx+c

neN,

wyznaczamy przez sprowadzenie jej do catki typu (III) lub do catki typu (II). Osiagamy to stosujac

podstawienie X —a =—

PRZYKLAD .
EZt 1 1 1
X
) =[——e| x=3 |- o -| e -] e ‘f/—tZdt -
XX +1 t 11 71 1+t 11+t 1+t°
1 Nt etV et
dX:——Zdt
t
:\/t2+1—ln‘t+\/t2+1‘+C: /iz+1—ln l+,/i2+1 +C= Jiex |1+ L+ X |
X x \x X ‘ ‘
b)
Z—t
ld 1 1 1
"IL‘ =2 |o] _t - ¢t [t
XA X2+ x+1 t 1 £+1 1\/1+t+t2 l\/l+t+t2 }\/1+t+t2
dx=—t12dt Ve tv ot t\ 7 t ot
1 !
S rrer i Nyrere S
\/1+t+t \/1+t+t 3+(t+1j dt = du §+uz
t* 4 2 4
2 2
—Int+l+ §+ t+l +C=-Inj—+=+ 3 [1+l] +C
2 4 2 4 \(x 2
c)
Loy
X+2
1
X+2=- Y Lot Lot Lot
P S R Sy R Sy N S R —
(x+2)4—x wol oyl 1 1 Y 1 4 ~1+4t —1+4t
1 () - 4—(—2) 2t 2 2
t t
dx:—lzdt
t




1 —1+4t:u‘( )
= | i = ®_| sdt=au S N TEE e
J-1+4t J-1+4t Ju 4 u 4
t =—du
1 /2—X
\/—1 At c_—— /—1 4.—_ /—— C—— / -_= /— C
At " x+2 2 X+2 2 x+2Jr
d)
1o,
x-1
1 1
—1== L
= dx I - e - _
—1)*J10x - X* 1 ' 10410t 1+t+t?
A S U R O +;
t t t t t
dx:—tlzdt

- j\/10t+10t2 1-t—t? :_I /9t2+9t 1 '[x/9t2+9t __I\/gt 2, 0t—
t2

t2
Otrzymana catka jest catka funkcji niewymiernej z wyrazemem liniowym w I|czn|ku.
tdt 18t +9 dt
———=A | ———=0dt+ A, 2\/9t +9t - =
I\/9t2+9t—1 '[x/9t2+9t—1 I\/9t2+9t I ol (1,1 2 g
+— | +—
b2
1 11 dt t+1=u‘( )
:—\/9t +9t— ——j ==’ +ot-1-=- = =2
1> 5] 9 23 1 -5 dt = du
3 t+— | +— t+— +— -
2 36 2

t+ / Z =
36

=—\/9t + Ot — ——j \/9t + Ot — 1——In

e

To sg rachunki pomocnicze:
1
t+(18t+9)=—=
(18t+9)= o= A,

41
2

1
_E:AZ

2 2 2
ot* +9t-1=9 (t+ij + _452 -9 (t+£j L0 g (Hlj Lo
2.9) 4.9 2) 4.9 2) 36

A=81-36=45

10



2
Teraz do wyniku koncowego %\/9t2 +9t—1—%|n (t+%)+ [t+£j > +C

2 36
podstawiamy zamiast t= ﬁ to co byto na poczatku
1 1 1 1Y 5
Aot +9t—1-ZIn|f t+= [+, /| t+= | —=|+C=
9 6 ( Zj ( 2} 36

+C

2 2 .
S Y S S-S BTy (DN 3 R (S I
9 x-1 x-1 6 Xx-1 2 Xx-1 2 36

8. Catke typu

(Vi) = \kN“(X)dX ckneN ik=n+1,
(x—a)Jax’ +bx+c

zadania:

gdzie W, (x) jest wielomianem stopnia N, wyznaczamy przez sprowadzenie jej do caltki typu (VI).

Osiagamy to stosujac podstawienie X —o = —.

PRZYKLAD .

Zadania do przerobienia: 17.53, 17.54, 17.55, 17.58, 17.60, 17.65, 17.66, 17.69, 17.72, 17.76, 17.78,

17.82, 17.8317.86, 17.103, 17.108, 17.119,17.120.
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